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De beoefening der Wiskunde leidt tot stel- 
selmatig denken. Zij gewent aan kortheid 
van uitdrukking, aan bondige redeneering. 
Zij scherpt het oordeel en beoogt bij een 
minimum van omvang een maximum van 
inhoud. 


In het Tijdschrift „DE VRIEND DER WISKUNDE” 
stellen wij ons voor de belangrijkste onderdeelen der lagere 
wiskunde te behandelen, nu eens door eene meer uitvoerige 
beschouwing van eenig hoofdstuk uit de Theorie te leveren , 
dan door eene reeks van Vraagstukken te geven, ten einde 
duidelijk te doen worden, wat bij de studie moeielijkheid 
opleverde. Hierbij zullen wij ons er vooral op toeleggen 
om de studie voor het examen te vergemakkelijken. — Ver- 
der zullen wij de schriftelijke opgaven van verschillende 
examens onder de aandacht onzer lezers brengen, uit andere 
zelf eene keuze doen, en den inteekenaars in de gelegenheid 
stellen de oplossing te vragen van vraagstukken, waarmede 


zij moeite hebben. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 581— 600. 


581. Van eene driezijdige piramide worden de zijvlakken ver- 
_ lengd. In hoeveel deelen wordt daardoor de ruimte ver- 
deeld? Welke zijn deze deelen ? 


Oplossing. 


De verlengde zijvlakken eener driezijdige piramide verdeelen 
de ruimte in vijftien deelen, welke tot vier groepen kunnen 
gebracht worden, 

a) Hen volkomen begrensd deel der ruimte, nl. de driezijdige 
piramide. | 

b) Vier deelen, welke ieder een zijvlak met de piramide 
__ gemeen hebben. 

c) Zes deelen, welke ieder eene ribbe met de piramide ge- 
__meen hebben. 

d) Vier deelen, drievlakkenhoeken, welke ieder met de 
piramide maar een punt, nl, een hoekpunt, gemeen hebben. 


582. Twee lijnen kruisen elkander; uit de punten van de eene 
_— _lĳn laat men loodlijnen neer op de andere; bepaal de 
meetkundige plaats van de midden dier loodlijnen. 

C. A. Cikor, 


Oplossing. 


__Als de twee lijnen elkander sneden, dan zou de gevraagde 
__meetk. plaats eene rechte lijn zijn, gaande door het snijpunt 
der twee gegeven lijnen. 

Kruisen de lijnen AB en CD elkan- 
der, dan trekt men uit een punt A van 
AB eene lijn AE//CD; uit een wille- 
keurig punt P van AB laat men nu de 
| loodlijnen PF op AE en PG op CD 
_mneêr, en neemt van beide het midden H en I; de lijn HI is 
nu // GF; GF is de afstand der // lijnen AE en CD, dus stand- 





 vastig; HI — 7 GF = constant ; om dus de gevr, meetk, plaats 


te vinden moet men uit de punten der rechte lijn AH ondere 
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ling evenwijdige en gelijke lijnen trekken ; de uiteinden I nu 
dier lijnen vormen eene rechte lijn, m. à. w. de meetk. plaats 
is eene rechte lijn. C. A. Cikor, 
(Als twee rechte lijnen niet een punt gemeen hebben en 
ook niet evenwijdig loopen, zegt men, dat ze elkaar kruisen.) 


Tweede oplossing. 


Laat AB en CD de twee 
elkaar kruisende lijnen zijn, 
en laat verder gevraagd zijn 
de meetk. pl. der midden M 
van de loodlijnen PQ uit pun- 
ten P van AB op CD neerge- 
laten. Hiertoe construeert men 
den kortsten afstand EF der 
twee lijnen en brengt door F 
een vlak VL EF, welk vlak dan natuurlijk CD bevat; op dit 
vlak projecteert men AB; zij AB de projectie, Als men nu 
uit P de lijn PR//EF trekt, en R met Q verbindt, dan staat 
ook RQ CD (wanneer eene lijn loodrecht staat op eene lijn 
in een vlak, staat hare proj. op dat vlak ook loodrecht op die 
lijn); omgekeerd behoort ook bij iedere loodlijn RQ uit punten 
R van A'B' op CD neêrgelaten , eene loodlijn uit een punt P 
van AB op CD neêrgelaten; de meetk. plaats van de pro- 
jecties M’ van de midden M der bedoelde loodlijnen is dus 
dezelfde als de meetk. plaats van de midden van loodlijnen 
uit punten van eene lijn A'B neêrgelaten op eene andere lijn 
CD, die de eerste snijdt; deze meetk. plaats nu is eene rechte 
lijn, die door het snijpunt F dier lijnen gaat; de meetk, pl. 
der punten M' is dus eene rechte lijn FM’, en daar de punten 
M zelve liggen in loodlijnen op het vlak V opgericht in pun- 
ten dier rechte lijn FM, welke loodlijnen bovendien alle gelijk 
aan de helft van EF zijn, zoo is de gezochte meetk. plaats » 
eene rechte lijn MN. C. A. Cikor. 





„583. In eene lijn AB een punt P te bepalen, waaruit aan twee 
cirkels M en N raaklijnen te trekken zijn, welke met AB 
gelijke hoeken maken, 
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Oplossing. 

Trek MC 1 AB, verleng MC met 
CM’ == MC, beschrijf uit M' een cirkel 
gelijk aan cirkel M, Trek eene ge- 
meenschappelijke raaklijn aan de cir- 
kels M' en N, Het snijpunt P dezer 
raaklijn met AB is het gevraagde 
punt. 

Er zijn 4 oplossingen. 





584, Als men door een punt P binnen een A ABC uit de drie 
hoekpunten lijnen trekt, welke de overstaande zijden in 
A’, B en C' snijden, dan is 
BA rr RD: r FG! 


zA TBB door CU S= 1. Bewijs dat, 


Oplossing. 
IA BPC See 
Fer AA 
TA TREABO ‚ omdat PA en de 


hypotenusa’s zijn van twee gelijkvormige 
rechthoekige AA, waarvan de loodlijnen 
uit Pen A op BC neergelaten gelijkstan- 
dige rechthoekszijden zijn, 





Evenzoo is WASS ne a 

PACABOmreB B: 

BAAEB SEG 

SE TA ABO TOC" 


Door optelling der overeenkomstige leden dezer drie verge- 


lijkingen, vindt en Annee dat 
PC 
kar FEE rond 


a? 2e 
585. Als men heeft > +5 == +) 


ade el? Beene 
bddf bed: df? 
Oplossing. 


heeft men ook (5 


De gegeven vorm kan herleid worden tot 


4 
a dat c? c? Cnne 
enen 
d c \? c en 
e Ge 


In deze laatste gelijkheid is de som der quadraten van het 
eerste lid niet nul, dus zijn deze quadraten afzonderlijk nul. 
Û ee 
Men heeft dus 3 ef) ifs 
Door op deze breuken bekende eigenschappen toe te passen 
B Oft se Gan 
verkrijgt men — = Bet DN oF TRR Haf 
î ade del ar dc? + e? 
waaruit volgt es = rf Wars 
586. Te berekenen: | (a + b) (a — c) : (a? — b°)? | als 
a=1,4312; b=2,5679 en c—= 3,474 is. 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, bl. 29, no. 123). W. 


Oplossing. 

EED at De Oa IDE Gp 
a e= —2,0422; a Jb =4,0051; a—b = — 1,1307; 
Wd EW KLE 

dus — 2 =W 40081 X1,13072 


4 
log (— #) = 3 log 2,0422 — (log 4,0051 +2 log 1,1307) 
log 2,0422 — 0,31010 
log 4,0051 == 0,60261 
log 1,1307 = 0,05335 
2 log 1,1307 — 0,10670 


0,70931 
EO 
3 _2,60079—3 
log (— #) = 0,86693—1 
— x= 0,73608 


#=—0,73608 _W, 


587, Welke waarde moet z hebben, opdat 32? J- 6x J- 16 
een kwadraat zij ? EcEn,. 
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Oplossing. 
Omdat de derde term 16 een kwadr. is, stellen wij den 
wortel van den geg. vorm —= pr +4, dan is 


32 6x J- 16 —= (pr J- 4)? =p? 2? H 8 pr + 16 


waardoor 3z J- 6 =p? J- Sp 
En Ree. 
ben 


Opdat z eene positieve waarde bekome, moet 
8p ) 6 en tevens p° (3, dus p } S en Cv’ 3 zijn, 
OBAN en PS, dus Pp (ä en > rv’ 3 zijn. 


Daar de tweede onderstelling onmogelijk is, zoo blijft alleen 
de eerste. Omdat v/3==1,732.... is, kan p verschillende 


waarden bekomen tusschen jg en 1 . Nemen wij 


4 4 
7 ' 64 628 \ ? 
=i NE 2 mt (EE 
p=g danise = v7g en oz —J- 6 J- 16 = as) 
DA et OZ 16 (5) 2 
5 64 172\? 
ed: ee 2 — ( 
PZ on 1E gE 3 + 6nt16= (5 
3 


P=j mrr= 8 „3? J 6x J- 16 —= (16)? enz. 
Om gebroken waarden voor p te vermijden, had men den 


wortel van den geg. vorm ook kunnen voorstellen door 7 J- 4, 


waardoor wel twee hulponbekenden waren ingevoerd, maar 
waardoor de bewerking vrij wel dezelfde bleef en men voor 
p en q geheele waarden konde stellen. 

Tweede oplossing. 

Daar 3-6 16==25 reeds een kwadraat is, zoo volgt 
hieruit dat „== 1 reeds aan de vraag voldoet om andere moge- 
lijke antwoorden op te sporen , wordt 

3x? J- 6x + 16 —= 2? 
verminderd met 3 6 J16 == 5? 
hierdoor verkrijgen wij 3 (z? — 1) + 6 (w — 1) == —b2 
of _(@—1)(Br 4-36) =2? —D? zz (2 J5)(e— 5) 
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Stellen wij pe n() = (2 +5) (2 —5) 


en nemen wij hieruit p (w zes 





en Seen =2—5 
Be 1-9 
dan is het verschil pr — p — EE =l0 
of pr—3t—p? —9=10p 
waaruit pe pr d10p 49 
PAN 


Stelt men hierin 
p=?2, danis s—= 33 en 3z° J- 6x 416 = 59° 


A ROT — 162 
B BOE At ti LO ee 52 enz. 
Eer. 
PRIJSOPGAVEN. 


__ 588, In een gegeven driehoek een parallelogram van gegeven 
inhoud p? te eonstrueeren dat met den driehoek een hoek 
gemeen heeft, terwijl het hoekpunt van het parallelogram 
over den gemeenschappelijken hoek, gelegen is in de zijde 
van den driehoek over dienzelfden hoek. 

De gegeven driehoek heeft A tot hoogte en a tot basis. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1890.) 

Oplossing. 

Zij A ABC de gegeven A, waar- 
in BC = a en de hoogte AH == h. 
Zij BEFG het gevraagde paral- 
lelogram. Stel zijne hoogte DG = 
HK —=#, dan heeft men 
_DG.FG =p? of 2.FG =p* en 

ia 
FG =—. 
& 
Ook heeft men 
AH:AK = BC: FG 
hi:h—-x—=a: EG 
h Ë 


2 
waaruit #2 — hw + Ee ei 





| Bz 1 hp 1 15e (1 p? 
ne =iher (jr — Eper Cu) 
Plaats CI=p_lBC, trek BI en IN 1 BI, dan is ON ee 


Neem AL =20N, AM = Sh, beschrijf op AM een halven 
cirkel, trek LO! AM en vereenig M met O, dan is MO = 
vv AM.ML == vi ( h—= 2 #!). eam MK MR =MO, 


dan zijn HK en HK’ de beide waarden van #. Trek FG en 
F'G! door K en K'//BC alsmede FE en F'E'//AB, dan zijn 
BEFG en BEF'G' de twee parallelogrammen, welke aan de 


vraag voldoen. Er zijn dus 2 parallelogrammen , als in > 


hp? NEN Ze REAL Rd 

Bn Is zi” LN, dan is =zh en p =*= ZAABC 
Er is dan maar een parallellogram BEFG , waarvan de zijde 

FG door het midden M van AH gaat. De inhoud van het 


parallelogram heeft dan zijn maximum bereikt. 


2 
Is zn < Ee dan is de constructie onuitvoerbaar. 


589. In een cirkel is een regelmatige tienhoek beschreven en 
daarin een diagonaal getrokken die een boog van 1089 
onderspant. Men vraagt den inhoud te berekenen van het 
kleinste cirkelsegment dat door de diagonaal van den cirkel 
wordt afgesneden. De straal van den cirkel == 2 gegeven. 
(Toel, ex. Kon. Mil. Acad. 1890.) 

Oplossing. 

Zij ABCDEFGHIJ de ing. reg. 
10-hoek, dan is bg AD = 1085. 
Trek de middellijn AF, dan is bg 
DF — 72°, dus koorde DF = zijde 


ing. reg. Shoek = SR v(10—2 5) 


= yv (10 —?21/ 5), omdat R=2. 
Dus AD? == AF? — DE? =6 + 
2yvbenADz=lid/5 





Inh. A AMD Ze rn A ADP =5. GAD. DF — 
1 Le 
= glt) (10 25) = z VAO H215) 
108 6 
ENE on DEE 
I Sector AMD == 560 ER 57 


I segment ABCD = I sector AMD —I A AMD = 


EG Ln 
=rjVIOF2vE= 186. … 


Tweede oplossing. 
Zij bgDG = bg AD, dan is 
I segm. ABCD se R (bg AD — 7 koorde AG)... (Zie 
De Vriend der Wiskunde V, bl. 300 no. CXXIIL.) 


3 3 6 
En OE 1 _ mms 
DesAD 1080 10 omtr. cirkel = 5 Bien 57 


AG =WAF? —GE? =y j 4R? Rl 45) En 


1 dent A On 
=zRVI0H2v dOr 5 


6 Uh EERE SNE 
Isegm. ABCD == and VT 25 M. Simons. 


Derde oplossing. 


ZL AMK =/ KML =/ DML == 36° 
/ MAD = / MDA == 36°, dus ML = DL = MK = AK 
AMKLme A MAL dus 
ML: MA = KL: ML, of ML? = MA. KL 
of AK? = AL. KL 
AL is dus in K in de uiterste en middelste reden verdeeld. 


AL =2, AK =5 AD(—ldyvij=-ltrö 
DK = Ee 
AD = = 1idyv5 


108 6 
ns Nm 
I sector AMD == 560 7 Ka 57. 
IA MAD = ; Y10F 2/5 
6 LP in 
I segment ABCD = Rn 10 + 2/5. 


G. H. BARNEVELD. 


590, Bereken de waarden van z en y uit: 
5 1 1 1 1 
2 ba) > en, 2 = lo bn 28, 
He tgy =20, zel gep d 39 
(Lit. Math. ex. 1889.) 
Oplossing. 
5 1 1 1 1 
shite Brij Ed ze yi =S 
rg Up= ge Fig tr 39 30 
422 3beyd- TY =840 152 H-3D ay H 10y? =840 
1522 J-35ryJ-10y? = 840 
21o? — 83y?= 0, waaruit y= + 32 


1 
y=} 3e gesubstitueerd in z? + 5 ay + 57 — 20 geeft 


x? +5 #: +5 “3 —5z? 20, waaruit =d 2eny—=t6 


welke waarden voldoen. 
yY=-—drgeeft eene valsche vergelijking, zoodat alleen 
v=h2, y= 6 en s=—2, y = — 6 voldoen. 


591. Bewijs, dat het product van twee zuiver repeteerende 
breuken weer een zuiver repeteerende breuk is. Even- 
zoo voor het verschil. 

(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. $70, no. 1 en 2.) 


Oplossing. 


Een zuiver repeteerende breuk heeft tot limiet een gewone, 
in wier noemer geen factor 2 of 5 voorkomt. De limiet van 
het product van twee zuiver repeteerende breuken is het pro- 
duct harer limieten , bijgevolg een gewone breuk, waarvan de 
noemer geen factor 2 of 5 bevat, zoodat zij tot eene decimale 
herleid eene zuiver repeteerende breuk geeft. 
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De limiet van het verschil van twee zuiver repeteerende 
breuken is het verschil harer limieten , d.i. eene gewone breuk, 
wier noemer geen factor 2 of 5 bevat, zoodat zij bij herleiding 
tot eene decimale eene zuiver repeteerende geeft. 


_ 592. Wat is het kleinste veelvoud van 13, dat met enkel negens 
wordt geschreven ? 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. $70, no. 3.) 
Oplossing. 
Omdat 13 ondeelbaar is en relatief priem met 10 is 10 
—_1=—=1012 — 1 —= (106 + 1) (106 — 1) deelbaar door 13. 
18—1 
Omdat 10 een kwadraatrest is van 13, is 10 * —1 = 
106 — 1 deelbaar door 13. Maar 106 —1 == (10% +1) (103 —1), 
waarin 10% + 1 wel en 10% — 1 niet door 13 deelbaar is, 


zoodat 10° — 1 = 999999 het gevraagde veelvoud is. 





593. Van zeker getal zijn de laatste drie cijfers …… . 827. Welke 
resten kan men verkrijgen, als men dit getal door 24 deelt ? 
(J. Versuuys, Rek. Vrgst. Gev. S1, no. 15.) 
Oplossing. 
1000 is een 24-voud + 16, 2000 iseen 24-voud + 8, 
3000, 24e voe 0, 4000, 24 ret l0, 
5000, „ 24- „ —+- 8, 6000, „ 24- „ + Oenz. 
Hetseetals mn. 827 kan dus zijn: | 
een 24-voud + 16 J- 827 —= 24-voud + 3, 
„ 24- „ + 8827 —=24- „ +19, 
„ 24e „.d- O8 SA, LI; 
zoodat de resten 3, 11 en 19 kunnen zijn. 
G. H. BARNEVELD. 


594. Hoe dikwijls komt 8 als factor voor in het gedurig pro- 
duet der getallen van 1—2000 ? 
(J. VersLuys, Rek. Vrgst. Gev. $2, no. 25.) 


Oplossing. 
Het komt er op aan de hoogste macht van 3 te bepalen, 


die deelbaar is op het gedurig product der getallen van 1 
tot 2000. 
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Onder de getallen van 1—2000 zijn alleen door 3 deelbaar 
AD ten 1998, 
waarvan het aantal gelijk is aan de geheelen van het quotient 
2000 : 3. Die geheelen zijn 666. 

Deelt men de 666 voorgaande getallen door 3, dan krijgt 
ERE ef 666, en van deze zijn nog door 3 deel- 
Daatude 0, Orr, 666, waarvan het aantal gelijk is aan de 
geheelen van het quotient 666 : 3. Die geheelen zijn 222. 

Deelt men de 222 voorgaande getallen door 3, dan krijgt 
OL RAE A ee 222, en van deze zijn nog door 3 deel- 
BREN EO Ord. is 222, waarvan het aantal gelijk is aan de 
geheelen van het quotient 222 : 3. Die geheelen zijn 74. 

Deelt men de 74 voorgaande getallen door 3, dan krijgt 

RODER ne 14, en van deze zijn nog door 3 deelbaar 
OREN. 72, waarvan het aantal gelijk is aan de ge- 
heelen van het quotient 74 : 3. Die geheelen zijn 24. 
_ Deelt men de 24 voorgaande getallen door 3, dan krijgt 
Ren eest 24, en van deze zijn nog door 3 deelbaar 
EO ernie 24, waarvan het aantal gelijk is aan de ge- 
heelen van het quotient 24 : 3. Die geheelen zijn 8. 

Deelt men de 8 voorgaande getallen door 3, dan krijgt men 
EEE A 8 en hiervan zijn nog door 3 deelbaar zooveel 
getallen als aangewezen worden door de geheelen van het 
quotient 8 : 3. Die geheelen zijn 2. 

De gevraagde macht heeft dus tot exponent 

666 + 222 +74 J 24 82 == 996. 

De factor 3 komt dus 996 keer in het gedurig product der 

getallen van 1—2000 voor. 


595. Om den ggd. van A, B en C te vinden, kan men op 
de volgende wijze handelen. Men deelt het kleinste der 
drie getallen C op de beide andere. Daarbij vindt men 
twee resten R en S. De ged. van C, R en $S is dezelfde 
als die van de gegeven getallen. Bewijs deze eigenschap. 
(J. VersLuys, Rek. Vrgst. Gev: S3, no. 9.) 


Oplossing. | 
Nemen we aan, dat d de G. G. D. is van A, B en C, dan 
kunnen we A, B en C voorstellen door da, dh en de. Deelen 
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we nu C op A en noemen we ’t quotient m, en ’t quotient 
van C op B # dan is R= da — dme = d (a — me) en S = 
db — dne = d(b — ne). We moeten dus aantoonen, dat C, 
R en S of de, d(a — me) en d (b — ne), d tot G. G. D. hebben. 
We zien, dat d een factor (gemeen) van C, R en S is. We 
hebben dus alleen nog maar aan te toonen dat ec, a — mc en 
b— nc onderling ondeelbaar zijn. Elke factor van c komt in 
me en nc voor, doch niet in a en b, daar a, ben c O. O.D. 
zijn, dus hebben c, a — mc en b— nc geen gemeene factoren 
en zijn dus O.O.D., derh. de G.G.D. van A‚ B en C is die 
van CQ, R en S. J. PosrnuMus. 


596. Bewijs door toepassing van de eigenschappen der even- 
redigheden dat, als P:Q:R=p:g:r eene goede even- 
redigheid is, dat dan ook 

(P? — PQ): (Q* —R2) = (p? — p0) : (4* —r°) 
(Toel. ex. Willemsoord , 1890.) 


Oplossing. 


Uit P:Q: RS p:g:r volgt 
PrQpig obEe BORD 


waaruit (P2 — PQ): (p? — pg) =P? ip. en (1) 
en ook OTRS gR ROR EERE 
waaruit (O2 RD) (GS jg eve: (2) 


Omdat wij ook nog hebben P:Q =p:gofP?:Q? =p? :g? 
of P2:p? =Q?:gq? hebben (1) en (2) eene reden gelijk, dus 
vinden wij (P2 — PQ): (p? — pg) = (Q? —R?): (9? —r?) 

of (P2 — PQ): (Q? —R?) = (p? — pg): (q° —r°). 


Tweede oplossing. 


Uit P:Q:R=p:g:r volgt: 


Lo. P —Q):(p 9) =Q:4q 
20. (Q—-R):(g-r)=Q:g 
30. (Q HR): (q dr) =Q:g=P tp. 


Uit de evenredigheden (1) en (2) volgt 
PQ QR) =p Dilar) 4 
en uit de evenredigheid (5) 
P:(Q 4-R)=p:(gqg Fr) ..«.«« « (5) 
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Door de overeenkomstige termen der vierde en vijfde even- 
redigheid met elkander te vermenigvuldigen bekomt men 
(P? — PQ): (Q* — RI) = (p* — pg): (q* — r*). 


597, Iemand verkoopt tabak voor f 0,80, suiker voor f 0,75 
en koffie voor f 1,20 de KG. In het geheel ontvangt hij 
f 160 voor 165 KG. Hoeveel KG, had hij van elk, als 
hij 35 KG. koffie meer verkoopt dan KG. suiker ? 
(Toel. ex, Kon. Mil, Acad, 1890.) 


Oplossing. 


Hij verkoopt 165 KG. voor f 160. Had hij 35 KG. koffie 
minder verkocht, dan had hij maar f 118 ontvangen, doch 
evenveel suiker als koffie verkocht. De gemiddelde prijs van 
köffie en suiker is f 0,975. Had hij nu 130 KG. tabak ver- 
kocht dan had hij f 104 ontvangen. Nu wordt er f 118 ont- 
vangen, omdat de gemiddelde prijs van suiker en koffie f 0,175 
meer is dan de prijs der tabak. Er was dus f 14 : f 0.175 
— 80 KG. koffie en suiker en 50 KG. tabak. Do hoeveelheid 
verkochte suiker bedraagt dan 40 KG. en die der koffie 75 KG. 


598, P en Q handelen. P legt f 8000 in en Q 3} jaar later 
f 9000. Als zij in ’t geheel f 5040 of 16 °/, ’s jaars 
winnen , hoelang is dan ieders geld in den handel geweest ? 
(Ex. adsp. administr. Marine, 1890.) 


Oplossing. 


Voordat Q begon te handelen, had P reeds EX ee f16 


== f 960 gewonnen. Vereenigd moeten zij dus nog f 5040 — 
8000 + 9000 
TO OR 


Xx f16 = f 2720; zij moeten derhalve 4080 : 2720 = 15 jaar samen 


f 960 =f 4080 winnen. Per jaar winnen zij samen 


handelen. Het geld van Q is daarom ES jaar, dat van P 


Ar 8 
Int 7 =S 27 jaar in den handel geweest, 
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599, Van eene rekenkundige reeks van 100 termen is de eerste 
term 2 en het verschil 3. Bepaal de termen, die door 
1 deelbaar zijn en bij deeling door 11 tot rest 2 geven. 
(Lit. Math, ex. 1890.) 
Oplossing. 

De le term der reeks is 2, het verschil is 3, dus de laatste 
of 100e term is 2+ 99 X3 —=299, Al de termen zijn 3-vou- 
den + 2. | 

Het kleinste getal dat een 3-voud + 2 en tevens een 11-voud 
+ 2 is, is 3X11 +2 of 35. Dit getal is tevens een 7-voud. 

Tellen we bij 35 één of meermalen het kleinste gemeene 
veelvoud van 3, 7 en 11, d. í. 231, dan bekomen we alle 
getallen, die door 3 en 11 gedeeld tot rest 2 laten en tevens 
door 7 deelbaar zijn. De getallen moeten kleiner dan 299 zijn. 

De termen der reeks, die aan het gevraagde voldoen, zijn 
dus 35 en 35 + 231 == 266, 

Van DER War & VERBORGE. 


600. Van twee kapitalen samen groot f 7500) geeft het grootste 
à 5 O/, ieder jaar f 261 meer rente dan het kleinste 
à 4L0/. Hoe groot is ieder kapitaal ? 


(Verg. toel, ex. Artillerie Cursus, Delft, 1885.) 
Oplossing. 

Gaven beide kapitalen evenveel intrest als het kleinste nu, 
dan zou het grootste f 261 minder opbrengen. Het zou dan 
(f261:f5) xf 100 =/5220 minder bedragen, zoodat de som 
dan zou zijn f 7500 — /5220 —= f 2280. De kapitalen bren- 
gen evenveel intrest op. De percenten verhouden zich als 
10: 9, zoodat de kap. zich verhouden als 9;10. Deze zijn 
dan f 1080 en f 1200, zoodat het eerste kap. is f 1080 + 
f 5220 = f 6300. P. H. W. SLuirers. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


124. Gegeven is: a:b —=b:c. Bewijs 


(a? + b?): (a Hc) = (a? —b°): (a — ce). 
Onderzoek of het omgekeerde ook waar is. 
(Hoofdakte ex., Amsterdam , 1890.) 
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Oplossing. 
Uit a:b =b:e vinden wij echtereenvolgens 
EO a2;br=asc 
(a? +b2): (a? —b?) = (a + ce): (a —e) 
en (a? +6): (a + ce) = (a? — 65°): (a — 0), 


Omgekeerd volgt uit het laatste 
(a? +b°):(a? —b2) =(a He): (a —e) 
(a? Hb Har —b2): (a? Hb? — a? Hb) == 
(ate Ha—e):(aFe—a Fe) 
2a? : 252 = 2a: 2e 


EAR OS 0 
geb Te en 
geer De 


Tweede oplossing. 
Uit a:b =—=b:e leiden we successievelijk af 
ET 
Em IE 
a:a? =c:b? 
Nad 
dus (a? Hb): (a He) = (a? —b2): (a — 0). 
Derde oplossing. 
Men heeft (a +-c): (a + c) = (a —c): (a — c) 
dus ook (a? Hac): (a +c) =(a® — ac): (a —c) 
Uit a: =b:ce volgt dat b2 = ac, 
derhalve ook (a? + b°): (a + ec) = (a? — 62): (a —c) 


Uit (a? +b2):(a He) =(a? —b°):(a— ce) leiden we af 
ats ZDA e= 20:20 
drnbh (ee 
Gs le @ 
deb 
Vierde oplossing. 
Uit de evenredigheid a:b=b:e volgt: 

(a? + b2): (B? HC*) =(a? —b?): (52 — Cc?) maar ook b2 = ac, 
zoodat men voor bovengevonden evenredigheid kan schrijven ; 
(a? H-B2): (ac HC?) = (a? — b2): (ac — C°), 

waaruit (a? +52): (a Je) = (a? —b°): (a —c) 
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Bewijs van het ongekeerde : 
Uit (a? + 52) : (a + ce) = (a? —b°):(a -—c) volgt door 
toepassing eener bekende eigenschap : 
Za? : 2a = (a? +52): (a +0), 
waaruit 2a: Za = (a? Hb): (a? + ac), 
zoodat a? Jb =a? ac of b2 =acofa:b=bt:e. 


125. Twee vaten wijn, welker inhouden tot elkaar staan als 
2:3, zijn tegen gelijken prijs per L. ingekocht. Men ver- 
koopt den L. van het eerste vat à f 0,92 en dien van 
het tweede à f 0,96, en wint zoodoende op het tweede 
vat tweemaal zooveel als op het eerste en in het geheel 
f 36. Bereken den inkoopsprijs per L. en den inhoud 
van elk vat. 

(Hoofdakte, Amsterdam , 1890.) 
Oplossing. 

De inhouden der vaten staan tot elkaar als 2:53, de winsten 
per vat als 1: 2, zoodat de winsten per L. zich verhouden als 
5 É 5 of als 3 : 4. De wijn kost evenveel, het verschil in 
verkoop bedraagt 4 cts. per L. Dat verschil is dus het ver- 
schil in winst, die bijgevolg 12 en 16 ects. per L. bedragen. 
De inkoop is dus 80 cts, per L., terwijl de vaten respectievelijk 


(5 xf36) :f0,12= 100 L. en 150 L. inhoud hebben. 
M. Simons. 
Tweede oplossing. 


De geheele winst is /36. Op het 2e vat wint men 2 maal 
zooveel als op het le, dus is de winst op het le vat /36:3 
—=/f12 en op het 2e en 24. 

Als de inhoud van het 2e Te even groot was als die van 


het le vat, zou men daarop 5 Xf24=—=f16 gewonnen heb- 


ben, dus /4 meer dan op het le vat. De winst per L. is 4 
ct. meer; derhalve is de inhoud van het le vat =(f 4: f 0.04) 


Xx 1 L. = 100 L. en de inh, van ’t 2e vat 5 Xx 100 L. == 150 L 
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De verkoop van 100 L. is /92, de winst f/12, zoodat de 
inkoop van 100 L. /80, en die van 1 L. f0.80. 

G. H. BARNEveLp. 
Derde oplossing. 

Omdat de winst op het 2e vat 2 maal zooveel is als die op 
het le en er in het geheel f36 wordt gewonnen, bedraagt de 
winst op het 2e vat f24 en op het le vat f 12. 

De verhouding der inhouden der 2 vaten is als 2: 3, zoodat 
de helft van het le vat evenveel bevat als een derde deel van 
het. 2e vat. /8 wint men op een derde van ’t 2e vat en f6 
op de helft van ’t le vat. Dit geeft een verschil van 2, 
dat veroorzaakt wordt, doordat 1 L. van het 2e vat 4 ct. 
duurder verkocht wordt dan 1 L, van ’t le vat. Door 50 L. 
te verkoopen verkrijgt men dus een verschil van / 2, Derhalve 
is het le vat 2 x 50 L, == 100 L. en het 2e vat 3 X 50 L. = 
150 L, groot. 

Op het le vat, d. i, op 100 L. wint men #12, d.i. 12 ct, 
per L. 1 L. kost dus bij inkoop 92 ct‚ — 12 ct. = 80 ct. 


126. Hen voetganger begeeft zich van C. naar D., met eene 
snelheid van 5 KM, per uur. Twintig minuten later ver- 
trekt uit D. een rijtuig naar C. en legt 12 KM. per uur 
af. Bij de ontmoeting heeft het rijtuig tweemaal zooveel 
wegs afgelegd als de voetganger. Men vraagt: 

a, den afstand van de plaatsen C. en D.; 
6. hoeveel uren na het vertrek van den voetganger de 
ontmoeting plaats heeft. 
(Hoofdakte ex. Amsterdam, 1890). 


Oplossing. 
ë 12 
t Rijtuig doet 2 X zooveel wegs met 5 maal zoo groote snel- 
heid, Dus verhouden zich de tijden als > : on —=6:5, Ze ver- 
verschillen 20 minuten, dus is ’t rijtuig 5 X 3 DE 1 uur en 


de voetganger 2 uur onderweg geweest. De weg is dus 5 


Xx 12+-2X5=30 KM. J, Boumar. 
De Vriend der Wiskunde, VI. 2 
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Tweede oplossing. 


1 2 
Toen het rijtuig vertrok had de voetganger 5 IE 15 


KM. afgelegd. Was de weg 5 korter en de snelheid van het 


rijtuig de helft, dus 6 KM, per uur, dan zouden beiden een 
even grooten afstand hebben afgelegd. Per uur zou dan het 


2 
rijtuig 1 KM. hebben uitgewonnen, het had dan ls Aben, 15 


uur noodig om den voetganger te ontmoeten. De ontmoeting 
zou dan, en zal dus nu ook, omdat wij den voetganger zijne 


snelheid hebben laten behouden, 15 uur na het vertrek van 


het rijtuig of 1 +5 = 2 uur na het vertrek van den voet- 


ganger plaats hebben. De weg is 2 X5 + 17 Meles 


20 = 30 KM. lang. 
J. A. v. D, VEER. 


Derde oplossing. 
Snelh. voetg. : snelh. rijtuig = 5: 12; devoetganger legt dus 


in denzelfden tjd van den weg van ’t rijtuig af. Bij de ont- 


moeting heeft de voetg. de helft van den weg van hetrijtuig 


. …. jl 5 1 
afgelegd. In 20 min. heeft hij dus TLR den weg 
1 1 1 | 
9 . Ld . ee EN ee) ie Bd 
van ’t rijtuig afgelegd, d.i. Dz 1 5 = jj Ter den weg. De 


voetg. legt dus den weg in 18 X 20 min. -—= 360 min. of 6 uur 
af, zoodat de weg 6 x5 KM == 30 KM. lang is. De ontmoeting 


heeft plaats als de voetganger 7 van den weg heeft afgelegd, 


d, í, 2 uur na zijn vertrek uit C naar D. 
Vierde oplossing. 


Lag D. 4 KM, verder van C. verwijderd, dan konden voet- 
ganger en rijtuig op hetzelfde oogenblik vertrekken en toch 
elkander op hetzelfde punt ontmoeten. Dan zouden de afge- 
legde wegen tot elkaar staan als 5 : 12, 
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Nu legt het rijtuig tweemaal zooveel wegs af als de voet- 
1 
ganger, die dus zg van den geheelen weg loopt. De langere 
weg staat dus tot den werkelijken weg als 17 : 15, Het ver- 
schil is 4 KM. De weg is dus 30 KM. lang en de voetgan- 
ger legt 10 KM. af, zoodat de ontmoeting 2 uur na diens 
vertrek plaats grijpt. M. Srmons. 


127. A, B. en C. handelen; A. laat zijn geld 8, B. 9 en OQ. 
6 maanden in den handel. De inleg van C, bedraagt 
het 4 van den geheelen inleg. De som van de kapitalen 
en de winsten is f 6380, waarvan C. f 2100 toekomt. 
De winst van A. is 14 maal de winst van B. Men 
vraagt naar den inleg van A., B. en C. 

(Hoofdakte ex., Amsterdam, 1890.) 


Oplossing. 


De winst van A. in 8 mnd. staat tot de winst van B, in 9 
mnd, als 4 : 3. Het kapitaal van A. staat dus tot dat van 
B. als E e OLralst dn 2. 7 van den inleg met de winst in 
6 mnd. is f 2100, dan bedraagt de geheele inleg met winst 
in 6 mnd. f 6300 en daar de som van kapitalen en winsten 
J 6380 is, bedraagt de winst van A, in 2 mnd. en die van 
B. in 3 mnd. f80. Uit de verhouding hunner kapitalen volgt, 
dat die winsten even groot zijn, nl. f40. De totale winsten 
zijn dus f160 en f/120, de som der kapitalen van A. en B. 


f4000, waarvan A. (5x f4000)) = f2400, B. f1600 gaf. 
De inleg van C. is dan f 2000. 


128, De stralen der grondvlakken van twee rechte cirkelkegels 
verhouden zich als 2 : 3 en de rechte hoogten als 3: 4, 
De straal van het grondvlak van den tweeden kegel 
is de helft van diens rechte hoogte. De inhoud van 
den eersten kegel is 28,7 x 2? dM? ; men vraagt de rechte 
hoogte van den tweeden kegel in tienden van m.M, 
nauwkeurig. 
(Hoofdakte ex,, Amsterdam, 1890.) 
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Oplossing. 

Noemen wij de stralen der grondvlakken resp. # en R,‚ de 
rechte hoogten h en H en de inhouden # en I, dan hebben 
wij r:R=2:3 en h:H=3:4, dus ook (:I=—=(2? X3) 
(32:4) =1:3 en omdat /— 28,7 X zr is, is I= 3 X 28,7 X 
22 22 


TS 86,1 Xx 7 = 270,6 dM?, Nu is IT=R3 r X Hof daar 


R =H en R? =H is, IgE X ZH. Wij hebben 


nu Hr? 7m == 270,6 — 86,1 zr, dus „Hr =86,1 ; H* = 1033,2 
en H—=:10,109 dM. Nauwkeurig tot op 0,1 m.M. en te klein. 


129. Van twee kapitalen, die tegen hetzelfde 0/, uitstaan, is 
de som f 25900. Het verschil tusschen de rente van het 
eene in 10 mnd, en van het andere in 8 maanden, is 
gelijk aan + van de som dier renten. Hoe groot kan elk 
kapitaal zijn ? 

(Hoofdakte ex. , ’s-Gravenhage, 1890.) 
Oplossing. 
Het verschil tusschen de renten van twee kapitalen is gelijk 


1 » „3 
aan i van de som dier renten. Derhalve is ï der eene rente 


gelijk aan 7 van de andere rente, zoodat de renten tot elkaar 


staan als 3 : 5. De tijden staan tot elkaar als 10:8 of 5: 4. 
Aangezien de percenten gelijk zijn, verhouden zich de kapitalen 
als 3X5:5X4 of als 5X5:3X4, di. als 3: 4of als 25 : 12, 
Daar de som f 25900 is, kunnen de kapitalen zijn f 11100 
en f 14800 of f 17500 en f 8400. P. H. W. Srurrers. 


130. In zekere gemeente wordt het pensioen van een ambte- 
naar berekend als volgt: Van de eerste f 500 zijner bezol- 
diging ontvangt hij als pensioen 2°/, voor ieder dienst- 
jaar; van de rest 140/, voor elk dienstjaar. Indien een 
ambtenaar na 40-jarigen diensttijd volgens deze ver- 
ordening #j} zijner bezoldiging als pensioen ontvangt, 
hoe groot was dan zijne jaarwedde ? 

(Hoofdakte ex. , 's-Gravenhage, 1890.) 
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Oplossing. 


De ambtenaar ontvangt 2°/, van de eersta f 500 en 15°), 


van de rest of wat hetzelfde is: 5 ol, van zijn geheele bezol- 


diging en nog 50). van de eerste f 500 voor elk dienstjaar. 
Na 40 dienstjaren ontvangt hij dus 60 °/, zijner jaarwedde en 


nog f 100, wat gelijk staat met zn van zijn traktement, dat 


bijgevolg 55 X f 100 = f 1200 bedraagt. 
60 _ 100 


131. Vier stukken linnen, waarvan de lengten zich verhouden 
als de getallen 4, 6, 7 en 8, en die tegen denzelfden prijs 
per M. zijn ingekocht, worden verkocht respectievelijk 
tegen f 1, f 0,90, f 1,20 en f 1,05 den M. Nu wordt 
op de twee laatste partijen te zamen 32 maal zooveel ge- 
wonnen, als op de beide eerste te zamen. De geheele 
winst bedraagt f 372. Hoe lang waren de vier stukken ? 
(Hoofdakte ex., ’s-Gravenhage, 1890.) 


Oplossing. 


De lengten der stukken verhouden zich als de getallen 4, 
6, 7 en 8. De verkoopsprijzen zijn / 1, f 0,90, f 1,20 en 
f 1,05 per M. De gemiddelde verkoopsprijs van de stukken 
A en B is dus f 0,94 en die der stukken C en D / 1,12. 
De geheele winst is f 372. De winst op de stukken A en B 
verhoudt zich tot die op de stukken C en D als 1: 8 of 
als 7 : 24. Die winsten zijn dus f 84 en f 288. De inkoops- 
prijzen zijn gelijk. Waren dus de winsten per M. gelijk dan 
zouden de winsten op de twee gecombineerde partijen tot elkaar 
staan als (44 6):(7 +8) of als 2:3 en dus / 84 en f 126 
bedragen. Men wint echter op de M. van de tweede partij 
18 ects. meer dan op de M. van de eerste en wint daardoor 
in ’t geheel f 162 meer. Die tweede partij of de stukken 
C en D zijn dus samen (162 : 0.18) —= 900 M, lang. De stukken 
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A en B zijn dan samen 600 M., terwijl A 240, B 360, C 420 
en D 480 M. lang is. | 


132. ’s Morgens om 6 uur vertrekt een rijtuig van P. naar 
Q., met een snelheid van 12 KM. per uur. Twee uur 
later volgt een voetganger, die 5 KM. per uur aflegt. 
Te R. aangekomen, vertoeft het rijtuig een half uur, 
en keert dan naar P. terug. Het ontmoet nu den voet- 
ganger op de helft van den weg. Hoe lang is de weg ? 
(Hoofdakte ex. , ’s-Gravenhage , 1890.) 


Oplossing. 


Het rijtuig is 1 : uur langer onderweg (— in beweging) ge- 


weest dan de voetganger. In dien tĳd legt het 13 Xx 12 


KM. —= 18 KM af. In de rest van den tijd legt het 5 maal 


zooveel af als de voetganger. In het geheel heeft het, blijkens 
de gegevens, 3 keer zooveel afgelegd , zoodat 8 keer de weg 
des voetgangers 18 KM, is. De voetganger heeft dus afgelegd 


7 x 18 KM. — 30 KM. en do weg is 2 X 30 KM. = 60 KM. 


H. VERKAART. 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


28. Op een plaats, waar een vrij vallend lichaam gedurende 
de Je seconde van zijn val een weg doorloopt van 83,3 M.; 
liggen twee punten, A en B, loodrecht boven elkaar. Uit 
A wordt een lichaam met een snelheid van 100 M. loodrecht 
naar beneden, en uit B een lichaam met een snelheid van 
120 M. loodrecht naar boven geworpen. Als nu de afstand 
tusschen A en B 1760 M, bedraagt, en de tegenstand der 
lucht buiten rekening kan worden gelaten, na hoeveel 
seconden zullen dan die lichamen elkaar ontmoeten en met 
welke snelheid ? 

(Kon, Mil. Acad. 1890). 
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Oplossing. 
Volgens form. (5), op blz. 130 bij de oplossing van vraag- 
stuk 18 (De Vriend der Wiskunde, V) gebruikt, is de weg 


door een vrij vallend lichaam in 9 sec. afgelegd == 79 X 81, 


in 8 sec. = 7 g XxX 64, indien g de versnelling van de zwaarte- 


kracht op de plaats der beweging voorstelt. Derhalve is de 
weg in de Je seconde: 
Sh 79 (81 —64) of 9= 9,8 M. 
Wij veronderstellen bekend, dat de beweging van een, 
in het luchtledig, vrij vallend lichaam eenparig versneld is 


(valwerktuig van Atwood). 
Heeft de ontmoeting der lichamen na #seconden plaats, zoo 


heeft het 1ste lichaam volgens form. (4) afgelegd 1004 + zot M. 
en het 2de lichaam volgens form. (6) op blz. 131, 1204 — 
zot M. Bijgevolg: 


1004 + zo J- 1204 — St ik 00: 


Hieruit volgt {== 8 seconden. 
De snelheden der lichamen zijn volgens form. (Ll) en (3): 
100 +98 x8 —= 178,4 M. 
en 120 —98x8—= 41,6 M. 

Aanteekening. Het punt B kan niet boven A liggen, daar 
van twee lichamen, die na elkander hunne vallende beweging 
beginnen , den ‘afstand voortdurend toeneemt. (Bewijs dit !) 

B. W. Monpr. 

29. Twee open eylindervormige buizen staan met elkander in 
gemeenschap. De eene is 60 cM. lang, heeft eene door- 
snede ‘van 30 eM? en is van boven, waar ze vlak afge- 
slepen is, bedekt met een plaat, die 25 G. weegt. De 
andere buis, welke 3 M. lang is en eene doorsnede heeft van 
2 eM?., wordt gevuld met een vloeistof. Indien men nu, om 
evenwicht te maken, de plaat met 5,663 KG. moet belasten, 
vraagt men ’t soortelijk gewicht der gebruikte vloeistof, 
(Kon. Mil. Acad. 1890). 
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Oplossing. 


De plaat is in evenwicht en ondervindt dus een opwaartschen 
druk van 5,663 +J- 0,025 —= 5,688 KG. Deze druk wordt ver- 
oorzaakt door het verschil der vloeistof kolommen : 300 — 60 
— 240 cM. en is dus gelijk aan het gewicht eener vloeistof- 
kolom, die een grondvlak van 30 cM? heeft en een hoogte 
van 240 cM. Het gewicht dier kolom is, als men het S. G. 
der vloeistof =x stelt: 

30 XxX 240 xX vz Gram of 7,24 KG. 

Bijgevolg is 7,24 = 5,688 of v = 0,79. 

. Het S. G. der gebruikte vloeistof is 0,79. 

Opmerking. De doorsnede van de tweede buis doet niets 

ter zake. (Waarom ?) B. W. Monpr. 


30, De ontvanger met de zuigbuis van een enkelwerkende 
luchtpomp heeft een inhoud van 2000 eM?; de pompbuis 
heeft bij den hoogsten stand van den zuiger een inhoud 
van 500 eM3. Oorspronkelijk heeft de zuiger zijn laagsten 
stand en bevatten de ontvanger en de zuigbuis lucht, 
welke dezelfde spanning heeft als de buitenlucht. De 
barometerstand is 75 eM. Wat is de spanning der lucht 
binnen den ontvanger na den tweeden zuigerslag? De 
invloed der schadelijke ruimte wordt niet in rekening 
gebracht. 

(Kon. Mil, Acad. 1881). 


Oplossing. 
De lucht in ontvanger en zuigbuis heeft aanvankelijk eene 
volume V == 2000 cM? en eene spanning H —= 75 cM., dus 
volume X spanning = V x H == 2000 x 75... . (1) 
Door het omhoog bewegen van den zuiger wordt dit volume 
V4-v=2500eM?, als v het volume is van de pompbuis hij 
den hoogsten stand van den zuiger; de spanning H, zijnde is: 
volume X spanning = (V +-v) X H‚ = 2500 Xx H‚. . (2) 
Volgens de wet van Boyle is nu: 
VXH=(V—H-»)H, of 2000 Xx 75 = 2500 x H‚ 


of | Ut of H‚ == 60 cM, 
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De spanning na den eersten slag is dus 60 cM. Na het 
terugbewegen van den zuiger, dus bij het begin van den twee: 
den slag is van de lucht in den ontvanger en zuigbuis, het 
volume V = 2500 eM?, de spanning H, == 60 cM., dus 

NEDER 12000 50600 SNP AN een 3) 

Door het omhoog bewegen van den zuiger wordt dit volume 
V-v=2500eM?. Is de spanning na den tweeden slag H, 
zoo is Net ONE zet AD OO DEHE EIA ESES (4) 

Men heeft dus: 

VxH,=(V—-0H, of 2000 x 60 = 2500 X H, 
2 
of H, == ln) H of H‚ — 48 cM. 


8 É Voi # b 
(Na „ slagen is de spanning ( ade) x H, zie o,a. Dr. 


H. Jarikse, Leerboek der Natuurkunde, dl. IT, blz. 102.) 
B. W. Monrpr. 
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GOEDE OPLOSSINGEN, 


der Opgaven 581—600; 124—132; natk. vrgst, 28—30 zijn 
ingezonden doors 


B. 581—600; 124—132. 

G. H. Barneveld, 588—600 ; 124—182; natk. vrgst. 18—30. 

IJ. de Boer, 590—596, 598—600; 124—132; natk. vrgst. 
28—30. 

C. E. Bueninck, 587, 588, 590, 593, 594, 596—598, 600 ; 
125, 126, 130, 

P. D, 586, 588—600; 124—132; natk. vrgst. 28 (half af), 30. 

A. van den Dries, 588—600; 124—130, 132; natk. vrgst. 
28—30. 

W. Gabriëlse, 584, 586, 588—590, 593, 595—598, 600; 
124—182; natk. vrgst. 28. 

H. Gouwentak, 582, 584, 586—600; 124—130, 132; natk. 
vrgst. 28 (half af) 29 (Uwe 2e opl. v. no. 29 is fout, de 
korte buis bevat alleen vloeistof), 30. 

E. C. K., 588, 590—592, 594—600; 124—132. 

W. Meijer, 588—600. 

W. A. W. Moll, 584, 585, 589—5953, 595 —600. 

J. Oosterhuis, 586—597, 600; 124—132. 

M. van Overeem, 588—600 ; 124—132. 

J. Posthumus, 593, 595. 

M. Simons, 582—585, 587—598, 600; 124—132; natk. vrgst. 
28—30. 

P. H. W. Sluiters, 588, 590—593, 595—600 ; 124—132. 

J. A. van der Veer, 581, 583—600; 124—132; natk. vrgst. 
28—30. 

H. Verkaart 588—600; 124—127, 129—182; natk. vrgst. 
28—30. 

V. d. Wal & Verborgh, 582—600; 124—132; natk. vrgst. 
28 —30. 


CORRESPONDENTIE. 


Het lot heeft Prijs A toegewezen aan Süd (A. Zuiderveld 
te Amsterdam). 
De natuurk. vraagst. behooren niet tot de prijsopgaven. 
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PRIJSOPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" April 1891 franco | 


621. 


622. 


623. 


624. 


625. 


626. 


627. 


628. 


bij den Redacteur A. J. vAN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht, 

Twee cirkels O en O’ snijden elkaar. Door een hunner 
snijpunten P trekt men 2 rechten PA en PA’ rechthoe- 
kig op elkaar. PA ontmoet de as OO’ in A, den cir- 
kel O in B en den cirkel O' in C. PA’ ontmoet de as in 
A’, den cirkel O in B' en den cirkel O' in C',‚ Bewijs, 
dat men altijd heeft AB: AC =AB': AC, 
Construeer een vierhoek, als eene diagonaal en de 4 
hoeken, welke de andere diagonaal met de zijden vormt, 
gegeven zijn. 
Als men door de middelpunten O en I der om- en in- 
geschreven cirkels van A ABC eene gemeenschappelijke 
middellijn MPQN trekt, welke den ingeschreven cirkel 
in P en Q snijdt, dan is de straal van den (geschreven 
cirkel middelevenredig tusschen de segmenten MP en NQ, 
begrepen tusschen de twee cirkelomtrekken. 
Een rechthoekigen A te construeeren, waarvan de hypo- 
tenusa en de lijn, die den rechten /, middendoor deelt, 
gegeven zijn. PriLax. 
Het oppervlak van een rechten cirkel cilinder wordt ge- 
sneden door lijnen, die alle door eenzelfde punt gaan. 
Wat is de meetk. plaats van de midden der koorden, 
welke van bedoelde lijnen door het cilinder oppervlak 
worden afgesneden ? | C. A. Crkor. 
Als tweegeliĳjke AA ABC, ABD aan weerskanten van 
de zelfde basis AB liggen, dan wordt de lijn CD, die 
de toppunten C en D verbindt, door de basis AB mid- 
dendoor gedeeld. 
Als de overstaande zijden AB en CD van een vierhoek 
ABCD elkaar in een punt P ontmoeten , en als G en H 
de midden zijn der diagonalen AC en BD, dan is A 


PGH = 7 iirhookst ARÚD. 


Trekt men uit een willekeurig punt C der middellijn AB 
van een cirkel M een willekeurig aantal rechte lijnen 


629. 


630, 


631. 


632. 


633. 


634, 


635. 


636, 


637. 


638. 


639. 
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CD, CD',... naar zijn omtrek, en verlengt men deze 
met hare eigene lengten, DE =CD, DE =CD,..…. 
dan liggen de eindpunten D‚D',.... dezer verlengde lijnen 
op den omtrek van een cirkel, waarvan het middelpunt 
N op dezelfde middellijn AB op gelijken afstand als het 
aangenomen punt C van het middelpunt M ligt, en 
waarvan de straal gelijk is aan de middellijn van den 
oorspronkelijken cirkel. 
Bereken de waarde van a uit: 

6 log? z — log? # —logx = 0. 
(Lit. Math. ex. 1889.) 
Bewijs, dat het getal 2839617 deelbaar is door 11 (uo- 
tallig stelsel), als 17 + 96 + 83 + 2 een 11-voud is. 


Bewijs, dat “log m, log m en ‘log m een harmonische 

reeks vormen, als a, b en c een meetkundige reeks 

vormen. W. Meiser, 
(N. L. W‚ A. GRAVELAAR, Pr.-Th, Lrb, d, Alg., III, 

blz. 122 no. 10). 

Op welke wijze kan men het K.G.V. van 2 of meer ge- 

tallen vinden, zonder die getallen in ondeelbare factoren 

te ontbinden ? 

Bewijs, dat de G.G.D. van 2 getallen ook de G.G.D. is 

van de som en het K.G.V. van die getallen. 

Bewijs, dat de tweede macht van een ondeelbaar getal 

grooter dan 3, met 1 verminderd door 24 deelbaar is, 

Bewijs, dat het K.G.V. van 3 getallen gelijk is aan hun 

gedurig product, vermenigvuldigd met hun G.G.D., 

maar gedeeld door het product van de G.G.D. van die 

3 getallen, 2 aan 2 genomen. 

Kunnen in eene evenredigheid 3 termen onmeetbaar en 

1 meetbaar zijn ? 

Zeker getal heeft 25 deelers. Hoeveel deelers kan de 

3e macht van dat getal hebben ? 

B2 C2 2 B3 C3 

ee 5 RM 0 en 

recht-evenredig afhankelijk van C is, op welke wijze is 

dan A afhankelijk van C? 

Bepaal de limiet der som der oneindige reeks 


Als gegeven is Â = 





640. 


139. 


140. 


141. 


142. 


143. 


31 


7 5 9 7 
100 H50 +9 + 75 F zoo FP 1000 + 10000 + 
5 9 7 
100000 * 1000000 * 10000000 
Iemand bepaalt in zijn testament, dat zijne erfgenamen 
aan A moeten uitbetalen: na verloop van één jaar f 1600, 
na verloop van twee f 800, na verloop van drie jaren 
f 400, enz., jeder volgend jaar de helft van het bedrag 
van het vorige. De erfgenamen stellen aan A voor, 
hem aanstonds f 1500 te betalen, f/ 500 over een half 
jaar en anderhalf jaar na deze laatste uitbetaling nog 
f 1066, Indien de interest tegen 4 0/, wordt gerekend 
en A waarschijnlijk nog 20 jaar heeft te leven, moet 
hij dan dit aanbod aannemen of niet ? 
(Eindex. H. B. Scholen, 1878.) 


en 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Iemand koopt waren van 70 en van 75 cent het KG., 
samen voor f 1500. Toen hij bevond, dat de eerste 
partij 45 en de tweede 50 KG. was ingedroogd , ver- 
kocht hij het KG. der eerste soort voor 80 en dat der 
tweede soort voor 90 cent, en ontving toen f 1674. 
Hoe groot was de partij, die hij inkocht ? 

Iemand koopt voor f 66 linnen, zijde en laken, samen 
23 M., respectievelijk tegen f 0,60; f 3,50 en f 6,40 den 


M. Voor het laken betaalt hij Le maal zooveel als voor 


de zijde, Hoeveel M, zijde koopt hij ? 

Als a:b =c:d, dan is: (a —b5):a? b? (ab) = 
(es —d5)te? d* (e Hd). Bewijs dit. 

Als men de tweede macht van zeker getal met 13 ver- 
mindert, dan is de rest deelbaar door 9. Bepaal de rest, 
die dat getal bij deeling door 9 overlaat. 

Van een afgeknotte regelmatige vierzijdige piramide is de 


inhoud = 1 DL. Bereken de hoogte tot op 5 mM, nauw- 


keurig, als gegeven is, dat de diagonaal van het boven- 


144. 


145, 


146. 


147. 


148, 


149. 


150. 


151, 


32 


vlak, die van het grondvlak en de opstaande ribbe even- 
redig zijn met de getallen 6, 16 en 13. (De becijfering 
in de oplossing op te nemen.) 

A en B hebben elk eenige guldens. Ontvangt A nog 
6 en B nog 3 guldens, dan verhouden zich hunne gul- 
dens als 3:4. Geeft A echter 12 en B 7 guldens uit, 
dan verhouden zich hunne guldens als 3:5. Hoeveel 
guldens heeft elk? (Beredeneerd oplossen.) 

Men vermindert elken term der eerste reden eener even- 
redigheid met 6 en elken term der tweede reden met 7, 
De resten vormen in dezelfde volgorde eene nieuwe even- 
redigheid, van welke de som der voorgaande termen 13 
en de som der volgende 26 is, Bepaal de eerste even- 
redigheid. 

Twee plaatsen, X en IJ, liggen 25 KM. van elkander ver- 
wijderd. 's Morgens 6 uur vertrekt A en 6 minuten over 
half zeven B uit X naar IJ, de eerste met eene snelheid 
van 5 KM., de laatste van 6 K.M. per uur, Hoe laat 
is het, wanneer B evenver van A. als van IJ verwijderd is ? 
Bepaal (zonder van log. gebruik te maken) den zesde- 


machtswortel uit 32 tot op 





e D der eenheid nauwkeurig. 
(a—b)? _ (ec —d)? 
an Od? 
daaruit bewijzen a:b=—=e:d. _ 

No. 133—148 Hoofdakte, 1890. 
Hen vierhoek ABCD met inspringenden /_ D door rechte 
lijnen uit het hoekpunt A getrokken, in gelijke deelen 
te verdeelen, zóó, dat van een of meer der deellijnen 
een gedeelte buiten den vierhoek valt. (Dit wordt ge- 
vraagd naar aanleiding van no. 457 in De Vriend der 
Wiskunde IV, blz. 230). À. 
In welke talstelsels geldt het kenmerk van deelbaarheid 
door 3, dat wij voor het tientallig stelsel hebben opgegeven 
(J. VersLurs, Deelbh. & Rep. br, no. 51.) A. 
Het getal 2x 32 x 53 x 75 X 11% heeft 719 deelers. Hoe 
groot is ev en hoe groot de som der deelers ? 

(J. Versrurs, Deelbh, & Rep. br., no. 52.) A, 


Als gegeven is: hoe zult ge dan 
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Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden, 
(Oplossingen vóór 15 April 1891 inzenden.) 


31. In een U-vormige buis bevindt zich kwik; in het eene 
been der buis bovendien een kolom water van 14 cM. 
hoogte, in het andere been een kolom aleohol van 26 cM, 
hoogte. Hoe groot is de vertikale afstand van de kwik- 
spiegels in de beide beenen? Men weet dat 1 cM? water 
1 G. weegt, 1 cM3 aleohol 0,8 G. en 1 cM° kwik 13,6 G. 
(Kon. Mil. Acad. 1881.) 

32, Een stuk kurk weegt 38,4 G.; het wordt verbonden aan 
een stuk iĳzer. Het zoo gevormde lichaam zweeft in 
alcohol. Men vraagt hoe groot het volume van het ijzer 
is. (S.G. kurk — 24, ijzer — 7.8, alcohol —0,8.) 
(Kon. Mil. Acad. 1884.) 

33. Op eene bepaalde plaats op aarde legt een lichaam , dat 
losgelaten wordt, onder den invloed der zwaartekracht in 
de eerste seconde een weg af van 4,9 M. Hier wordt een 
kogel van 0,098 KG. verticaal naar boven geschoten ; 
hij bereikt eene hoogte van 250 M, boven het einde van 
den loop. Welke snelheid had hij op het oogenblik, dat 
hij den loop verliet? Imdien de lengte van den loop 1 
M. is, en men aanneemt, dat de kogel binnen den loop 
eene eenparig versnelde beweging heeft gehad, welke 
kracht heeft dan op den kogel gewerkt gedurende zijne 

… beweging binnen den loop ? 
(Kon. Mil, Acad. 1881.) 

34, Een ballon van 200 eM? inhoud wordt bij een barometer- 
stand van 76 cM, met lucht gevuld. Bij een barometer- 
stand van 75 eM. wordt hij in verbinding gebracht met 
de luchtledige ruimte boven het kwik in een bakbaro- 
meter. Het kwik daalt dientengevolge in de barometer- 
buis tot op 35 cM. Men vraagt hoe groot de lucht- 
ledige ruimte was, als de doorsnede van de buis 2 cM? 
bedraagt. 

(Kon. Mil, Acad, 1884.) 
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Vormverandering van eenvoudige vlakke figuren. 


Door vormverandering van eene figuur verstaat men het 
teekenen eener andere figuur, welke dezelfde grootte (opper- 
vlakte) heeft als de oorspronkelijke. 

Trekt men bijv. door den top van een A eene rechte even- 
wijdig aan de basis, en vereenigt men een willekeurig punt 
dier parallel met de uiteinden der basis, dan verkrijgt men een 
even grooten A, als de oorspronkelijke, maar van een anderen 
vorm. 

Met behulp dezer parallel kan men nu een scherphoekigen 
A veranderen , 

a. in een rechthoekigen, 

b. in een stomphoekigen , 

c. in een geliĳjkbeenigen. 

Hetzelfde kan men op een stomphoekigen A toepassen. 

Eveneens op AA, waarvan men een hoek aan de basis 
eene bepaalde grootte, b.v. 45°, 60°, 30°, enz. geven wil. 

Voor zoover er ruimte beschikbaar is, laten we hier eenige 
oefeningen ter toepassing volgen. 


Oefeningen. 


1. Verander een A in een anderen , welke 

a) eene gegevene hoogte ; 

b) eene gegeven basis heeft. 

2. Verander een parallelogram in een ander, dat 

a) een gegeven / aan de basis heeft ; 

b) eene gegeven zijde heeft. 

3. Verander een vierkant in eene ruit, die 

a) eene gegeven zijde; 

b) de zijde van het vierkant tot kortste diagonaal heeft. 

4. Verander een vierhoek, een vijfhoek ,... een x-hoek 
in een A. 

5, Verander een vierhoek in een vijfhoek; een x-hoek in 
een (x + 1)-hoek. 
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STATISTIEK VAN LEERBOEKEN VOOR WISKUNDE, 


in gebruik aan de hoogere burgerscholen met driejarigen cur- 
sus en de eerste 3 klassen der hoogere burgerscholen met vijf= 
jarigen cursus in Nederland, gedurende het leerjaar 1890—1891*), 


NB. Hieronder zijn begrepen de z.g. scholen voor handel en nij 
verheid te Haarlem en Enschedé, makende een totaal van 60 scholen. 
Waar twee werken op dezelfde school voorkomen, is elk voor de 
heift gerekend, daar de oorzaak hiervan niet altijd is na te gaan 
daardoor vindt men hier en daar gebroken getallen. De getallen 
tusschen haakjes wijzen dan het ale aantal scholen aan. 


Leerboeken voor rekenkunde. 
Aantal scholen 


Geen leerboek 18 

J. Versluys, Leerboek der rekenkunde 12 17 
n Beknopt Leerboek der rekenkunde 5 

Dr. C. J. J. Ninck Blok, Leerboek der wiskunde (reken- 


kunde) 1 (8) 
W. H. Wisselink, Kern van de theorie der rekenkunde 5 
A. J. M. Brogtrop, Gronden der rekenkunde 3 
L. van Zanten Jzn., Leiddraad voor de theorie en prak- 
tijk van het rekenen 3 
D. B, Wisselink, Theorie der rekenkunde 2 (3) 
L. Bouman Jzn, De beginselen van de theorie der reken- 
kunde 1 
A. W. Gravelaar, Leerboek der rekenkunde {) 1 
Dr. J. Kors, Leerboek der rekenkunde 1 
J. J. van Laar, Leerboek der algebra 2) 1 
H. Strootman, Beginselen der cijferkunst 1 
60 


') In dit werk zijn de rekenkunde en algebra tot één geheel ver- 
eenigd, echter met uitsluiting van de leer der vergelijkingen of stel- 
kunde. Tot nu toe is slechts het 1e deel verschenen (1887). 

*) In dit werk (1889) zijn de rekenkunde en algebra tot één geheel 
vereenigd, met inbegrip van de leer der vergelijkingen. 


*) Met toestemming van schrijver en redactie overgenomen uit 
een artikel van den heer W. F. Koppeschaar Jr. in „Het Nieuwe 
Schoolblad"” van 26 December 1890. 
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Leerboeken voor algebra. 
Aantal scholen 


Geen leerboek 16 

J. Versluys, Leerboek der algebra 10 (11) 114 (13) 
f Repetitieboek der algebra 1d (2)( 2 

P. J. Bos, Leerboek der algebra Gr) 


G. Smits, Verzameling van algebraïsche vraagstukken 
met de hoofdpunten der theorie en aan- 

| teekeningen 6 

W. H, Wisselink, Kern van de theorie der algebra 4 (5) 

J. H. van Leeuwen, Overzicht der algebra 2 

Dr. C.J. J. Ninck Blok, Leerboek der wiskunde (algebra) 2 

A. L. J. Bouten, Beknopte stelkunst 1 (2) 

L. van Zanten Jzn, Theorie der algebra IL (2) 

H. J. Bolderman, Aanteekeningen bij de beoefening der 

algebra 3) 

L. Bouman Jzn., De beginselen der algebra 

A. J. M. Brogtrop, Elementaire algebra 

J. Th. Cattie, Theorie der algebra 

W. M. van Eek, Algebraïsche opgaven 4) 

A. W. Gravelaar, Leerboek der rekenkunde 

J. J. van Laar, Leerboek der algebra 

D. B. Wisselink, Opgaven over de algebra 5) 

Badon Ghijben en Strootman, Beginselen der stelkunst 

Kempees, Beginselen der stelkunst 

W. Smaasen, Voorstellen ter oefening in de eerste be- 

ginselen der algebra 6) 


ee ek gd ed ek 


(1) 
(1) 


(1) 


60 

*) In deze Aanteekeningen vindt men in beknopten vorm de be- 
ginselen van de theorie der algebra, met inbegrip van de leer der 
vergelijkingen. Het negatieve getal wordt op de volgende wijze aan- 
geduid: „Vormen, waarvoor het teeken — geplaatst is, noemen wij 
negatieve vormen, al is hunne getallenwaarde ook positief.” 

*) Behalve opgaven, vindt men in dit werkje ook de hoofdpunten 
der theorie. De begrippen van het positief en negatief getal worden 
ontwikkeld uit het aannemen van twee tegengestelde toestanden. 

$) Dit werkje bevatte oorspronkelijk alleen opgaven van W.H. en 
D. B, Wisselink, doch is in den nieuwsten druk (1889) door den heer 
D. B, Wisselink voorzien van de hoofdpunten der theorie. 

*) Behalve opgaven, vindt men in dit werkje, herzien door Dr, 


Dol Nm 


bej 


* 
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Bierens de Haan, ook de resultaten der theorie, noodig tot het uit- 
voeren van herleidingen en bewerkingen. Bewijzen of verklaringen 
ontbreken echter. Het negatieve getal stelt de uitkomst eener on- 
mogelijke aftrekking voor. 


Leerboeken voor meetkunde. 


! Aantal scholen 
J. Versluys, Nieuw leerboek d. vl. meetkunde 22 (23) 23 (24) 
€ Beknopt leerboek d. vl. meetkunde 1 
C. Knapper Kz., Leerboek der meetkunde (planimetrie) 104 (11) 
J. Versluys, Leerboek der vlakke meetkunde 91 (10) 
W. Kreling, Beginselen der meetkunde 3 
D. B. Wisselink, Leerboek der vlakke meetkunde 3 
Dr. A. Benthem, Leerboek der vlakke meetkunde 2 
Dr. C. J. J. Ninek Blok, Leerboek der wiskunde (pla- 
nimetrie) 2 
Dr. C. D. Schönfeld, Beknopt leerboek der planimetrie 2 
H. J. Bolderman, Aanteekeningen bij de beoefening 
der meetkunde 7) 1 
L. Dondorff, Leiddraad bij het onderwijs in de vlakke 


meetkunde ?®) 1 

H. J. Stam, Leerboek der planimetrie 1 
Wiegand-Minderhoud, Leerboek der planimetrie 1 
Geen leerboek 1 
60 


7) Deze aanteekeningen (1884) vormen een schema voor een leer- 
boek. Het is de bedoeling dat de leerling op blanco bladzijden, die 
om de andere voorkomen, zelf de bewijzen der stellingen neerschrijft, 
waarvan op de andere pagina het onderstelde, het gestelde en de - 
figuur voorkomen. De verschillende axioma’s en bepalingen vindt 
men ook vermeld. 

es) In dit werkje (1877) vindt men alleen een opgave van de ver- 
schillende axioma's, bepalingen en stellingen, zonder bewijzen. 
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TWEE ELKANDER UITWENDIG RAKENDE CIRKELS. 


Als twee cirkels M en N elkander uitwendig raken in een 
punt C, AB en A'B' de gemeenschappelijke raaklijnen zijn 
(4, B, A’ en B' de raakpunten), ADA' en BEB' de raak- 
koorden, (D en E liggen op de lijn MN) zoo heeft men: 

19. ADA'|| BEB; 

OR TCD NE 

30, CD = CE = CF, indien CF de loodlijn is uit C op 
AB neêrgelaten ; 

An OB IRO RE 

50. het deel GCG' van de aan de cirkels in C getrokken 
raaklijn, begrepen tusschen AB en A'B', is gelijk aan AB 
en AB: 

60. ABB'A' is een trapezium, waarom en waarin een cirkel 
kan beschreven worden. De middelpunten dier cirkels zijn het 
midden O der lijn MN en het raakpunt C der cirkels MU en N. 


Bewijs. 


10, Uit de construc- 
tie voor de uitwendige 
raaklijnen, zooals ver- 
schillende Leerboeken 
der Meetkunde die ge- 
ven, volgt dat / AMC 
= Z AMC, (A NMH 
2. A NMH) en daar 
AM == "A Meis AAT 

m_MD of ADA TMN 
Eveneens is BEB: | MN, bijgevolg ADA’ // BEB!’ 

20, Daar GA = GC en GO = GB, is GA = GB. Even- 
eens is G'A'’ — G'B', derhalve in trapezium ABB'A! (volgens 
10) GG //AA'// BB' en CD = CE. 

80, Trekt men CK // AB, zoo is A CFG @ CDK, want 
LF=ZLD= 90, CK = AG = OG (CKAG is een ruit) 
en CG LL CD, CF & CK (CK // AB), dus / FCG = / DCK. 
Uit de gelijk en gelijkvormigheid dier driehoeken volgt onmid- 
dellijk CD —= CF, maar CD = CE, dus CD = CE = CF. 
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GOA —"/5 GAO = : bg AC en / BCG = / GBO 


= 5 bg BO, derhalve Z ACB = / GCA 4-/ GOB=/ GAC 


J-/ GBC; en daar 4 ACB, 4 GAC en / GBC de hoeken 
eens driehoeks zijn, is / ACB —= 90°, (Vgl. De Vriend der 
Wiskunde, dl. V, blz. 216, 3e). 

5o, AG = GC en A/'O' = GC, dus AG + A/C == GG; 


maar AG =A'G'=; AB, dus AG JAG’ = AB = GG. 


60. Vierhoek ABBA’ is een trapezium, want AA’ // BB’ 
(19). Omdat 4 AMC —= / A'MC (zie 1°) is £ BAA' = 
/. BA/A, derhalve is ABB/A' een geliĳjkbeenig trapezium, er 
kan dus een cirkel om beschreven worden. Het middelpunt O 
van dien cirkel ligt op MN en op de lijn, die AB rechthoekig 
middendoor deelt, derhalve in het midden van de lijn MN. 

Uit 3° volgt CD = CF = CE = CF’, derhalve kan ook 
in het trapezium ABBA’ een cirkel worden beschreven. Dit 
laatste volgt ook uit: AD — AF, AD = AF, BE —= BF 
en B'E = BF’. Telt men deze vergelijkingen op, zoo is AB 
J- AB' —= AA! + BB. 

Het middelpunt van den ingeschreven cirkel van trapezium 
ABB'A' is het raakpunt C der cirkels M en N. 

Opmerking. Van de bovenbehandelde eigenschappen gaat 
10, 50 en gedeeltelijk 6° door, als de cirkels M en N elkander 
niet raken. Ook dan is ADA’ // BEB' (1°); het stuk van de 
inwendige raaklijnen, begrepen tusschen de uitwendige raak- 
lijnen is gelijk aan den afstand der raakpunten van eene uitwen- 
dige raaklijn (5°, vgl. De Vriend der Wiskunde IV blz. 100, 
5de stelling) en 6° ABB'A' is een trapezium, het midden O van de 
lijn MN het middelpunt van den cirkel om dat trapezium 
(vgl. De Vriend der Wiskunde, IV, blz. 100, 3de stelling). 


Zierikzee, November 1890. B. W. Monpr. 
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EXAMEN-EISCHEN 
IN 
REKENKUNBE, ALGEBRA ex MEETKUNDE 
VOOR 


Onderwijzer(es). 


Kennis van de gronden der hoofdbewerkingen in de reken- 
kunde, zoowel met gewone en tiendeelige breuken als met 
geheele getallen ; 

de evenredigheden ; 

het Nederlandsche stelsel van maten en gewichten ; 

de berekening van de grootte en de vormveranderingen van 
eenvoudige vlakke figuren ; 

en de berekening van de inhouden der eenvoudigste lichamen. 

Vaardigheid in het oplossen zoowel uit het hoofd als schrif- 
telijk van eenvoudige rekenkunstige vraagstukken. 


Hoofdonderwijzer(es). 


Grondige kennis der theorie van het rekenen met inbegrip 
van de leer der evenredigheden, van de evenredige af hanke- 
lijkheid der grootheden, van de worteltrekking en van de 
_reken- en meetkunstige reeksen. 

Vaardigheid in het oplossen, zoowel uit het hoofd als schrif- 
telijk, van rekenkunstige vraagstukken. 


Wiskunde. (Vak p-) 


a. Kennis van de vlakke meetknnde, de vlakke driehoeks- 
meting en de stercometrie. 

b. Kennis van de lagere algebra tot en met de vierkants- 
vergelijkingen, alsmede van de reken- en meetkunstige reeksen 
en de logarithmen. 

c. Vaardigheid in het oplossen van eenvoudige stel- en 
meetkundige vraagstukken. 

(Kon. Besl, Staats-Courant, 28/29 Dec. 1890.) 


41 


MEETKUNDIGE PLAATSEN. 


‚Onder eene meetkundige plaats voor een punt verstaat men 
in den streng wetenschappelijken zin de verzameling van alle 
punten, welke eene verlangde eigenschap bezitten. Voor de 
meetkundige analyse breidt men dit begrip uit en verstaat 
men onder dezelve iedere rechte of iederen cirkelomtrek, 
_ waarin ieder punt overeenkomstig eene bepaalde eigenschap 
‘liggen moet. Is men in staat uit de gestelde voorwaarden der 
opgave voor een gezocht punt twee meetkundige plaatsen te 
bepalen, dan is het snijpunt dezer beide meetkundige plaatsen 
het gezochte punt, zoodat men, wanneer beide meetkundige 
plaatsen rechte lijnen zijn, ha wanneer echter eene meet- 
kundige plaats of beide meetkundige plaatsen cirkels zijn, in 
het algemeen twóó punten verkrijgt, welke aan de gestelde 
voorwaarden voldoen. 

1. De meetkundige plaats voor alle punten , welke van een 
vast punt een gegeven afstand hebben, is een cirkelomtrek, 
welke met den gegeven afstand als straal om het vaste punt 
als middelpunt beschreven is. 

Het bewijs volgt onmiddellijk uit de bepaling van den cirkel. 

2. De meetkundige plaats voor de middelpunten der cirkels, 
“ welke, met cen gegeven straal beschreven , door een vast punt 
gaan , is een cirkelomtrek met den Helden straal om het vaste 
punt beschreven. 

Het bewijs volgt onmiddellijk uit de bepaling van den cirkel. 

3. De meetkundige plaats voor de punten met gelijken af- 
stand van twee vaste punten is de loodlijn in het midden der 
verbindingslijn der beide vaste punten opgericht. | 

Het bewijs is gemakkelijk door congruentie van A A te vinden. 

4, De meetkundige plaats woor de punten met een gegeven 
afstand van eene gegevene rechte is eene rechte, welke op den 
gegeven afstand evenwijdig: aan haar getrokken is. 

Bewijs. WEvenwijdige lijnen tusschen evenwijdige lijnen ge- 
trokken zijn aan elkander gelijk. 

Aanteekening. De evenwijdige meetkundige plaats kan aan 
beide zijden der gegeven rechte liggen. 

5. De meetkundige plaats voor de punten met gelijken af- 


42 


stand van twee rechten is de rechte, welke den hoek tusschen 
de twee gegeven rechten middendoordeelt. 

Het bewijs is gemakkelijk door congruentie te vinden. 

Aanteekening. De rechten vormen twee hoeken met elkander. 

6. De meetkundige plaats voor de toppen van een recht- 
hoekigen A met een gegeven’ hypotenusa als basis is de cirkel- 
omtrek , wiens middellijn de gegeven hypotenusa is. 

Bewijs. De hoek in den halven cirkel is een rechte. 

7 _De meetkundige plaats voor de midden van alle koorden 
van gegeven grootte van een cirkel is de cirkelomtrek van een 
met dezen cirkel concentrischen cirkel, wiens straal gelijk is 
aan den afstand van een koorde van de gegeven grootte van 
het middelpunt des cirkels. 

Bewijs. De loodlijn uit het middelpunt op de koorde deelt 
deze middendoor; en mtk. pl. 6. 

8. De meetkundige plaats woor de middelpunten der cirkels, 
welke eene rechte in een gegeven punt aanraken, is de loodlijn 
in dit punt op de rechte opgericht. 

Bewijs. De loodlijn in het raakpunt op de raaklijn gaat 
door het middelpunt, 

9. De, meetkundige plaats voor de punten , waaruit raak- 
lijnen van gegeven grootte aan een gegeven cirkel kunnen ge- 
trokken worden, is een cirkelomtrek , concentrisch met den ge- 
geven cirkelomtrek, wiens straal de hypotenusa is van den 
rechthoekigen A , waarvan de rechthoekszijden de straal van 
den gegeven cirkel en de gegeven lengte der raaklijnen zijn, 

Het bewijs is eenvoudig. 

10. De meetkundige plaats voor de middelpunten der cirkels, 
welke een gegeven cirkel in een gegeven punt aanraken, is de 
middellijn (zoo noodig verlengde) welke door dit punt gaat. 

Bewijs. Als twee cirkels elkaar aanraken, dan ligt het 
raakpunt op de as, 

Aanteekening. Twee meetkundige plaatsen ! 

Il. De meetkundige plaats voor de middelpunten der cirkels 
met een gegeven straal, welke een anderen gegeven cirkel aan- 
raken, is een met den gegeven cirkel concentrischen cirkel, wiens 
straal gelijk ós òf aan de som òf aan het verschil der beide stralen. 

Bewijs. Als de as van twee cirkels gelijk is aan de som 
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of aan het verschil hunner stralen, dan raken de cirkels elkaar. 

12. De meetkundige plaats voor de middelpunten der cirkels, 
welke twee gegeven concentrische cirkels aanraken, is een derde 
concentrische cirkel, wiens straal gelijk is òf aan de halve 
som òf aan het hale verschil der stralen der gegeven cirkels. 

Het bewijs komt overeen met dat bij de mtk. pl. 11. 

13. De meetkundige plaats voor de punten, waarvoor de 
som der qwadraten der afstanden ven twee gegeven punten 
een gegeven quadraat is, is een cirkel, wiens middelpunt het 
midden is der verbindingslijn dier twee punten. 

Bewijs. De som der quadraten van twee zijden vaneen A 
is het halve quadraat der derde zijde grooter dan het dubbele 
quadraat der zwaartelijn (mediaan), welke tot de derde zijde 
behoort. 

14. De meetkundige plaats voor de punten, waarvoor het 
verschil der gquadraten van twee gegeven punten een gegeven 
quadraat is, is een loodlijn op de verbindingslijn dier punten. 

Bewijs. Het verschil der quadraten van twee zijden eens 
driehoeks is gelijk aan het verschil der quadraten van hare 
projecties op de derde zijde. 

15. De meetkundige plaats voor de toppen van alle A A met 
een gegeven basis en een gegeven tophoek is een cirkelboog op 
de basis als koorde, aan wiens omtrek een hoek ligt, welke 
gelijk is aan den gegeven tophoek. 

Bewijs. Omtrekshoeken op denzelfden boog zijn gelijk. 

16. De meetkundige plaats voor alle punten, welke van 
twee evenwijdige rechten (parallellen) gelijken afstand hebben, 
is de evenwijdige lijn (parallel), welke in het midden tusschen 
hen inligt, de middenevenwijdige (midden parallel). 

Het bewijs is gemakkelijk. 

17. De meetkundige plaats der midden der lijnen, welke 
wit een gegeven punt naar eene gegeven lijn getrokken worden, 
is de parallel aan de gegeven lijn, welke den afstand van het 
gegeven punt tot de gegeven lijn middendoordeelt. 

Bewijs. De parallel door het midden eener zijde van een 
A aan eene tweede zijde halveert ook de derde zijde. 

18. De meetkundige plaats der uiteinden der rechten, welke 
uit een punt door een gegeven rechte middendoorgedeeld wor- 
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den, is de parallel aan de gegeven rechte, welke evenver van 
haar ligt als van het gegeven punt. 

Bewijs. Als bij mtk. pl. 17. 

19. De meetkundige plaats van de witeinden der rechten, 
welke wit een punt naar eene gegeven rechte getrokken door 
deze middendoor worden gedeeld ‚is de parallel aan de ge- 
geven rechte op een dubbelen afstand vanhet gegeven punt 
gelegen. 

Bewijs als hierboven. 

20. De meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels 
met een gegeven straal beschreven, welke van een gegeven rechte 
koorden van een gegeven grootte afsnijden, is cen parallel aan 
de gegeven rechte op een afstand gelijk aan dien der gegeven 
koorde tot het middelpunt van een cirkel met den gegeven 
straal beschreven. 

Bewijs. Koorden van een cirkel zijn gelijk, wanneer zij 
op gelijken afstand van het middelpunt liggen. 

Aanteekening. Er zijn 2 mtk. pl. 

21. De meetkundige plaats van de middelpunten der cirkels 
met een gegeven straal beschreven, welke een gegeven cirkel 
onder een gegeven koorde snijden, is een concentrische cirkel 
wiens straal gelijk is aan de som of het verschil der afstanden 
der gegeven koorde tot de middelpunten van den gegeven cirkel 
en van den cirkel, weike met den gegeven straal beschreven is. 

Het bewijs is gemakkelijk. | 

22. De meetkundige plaats voor de punten , wier afstand 
tot 2 vaste punten een gegeven verhouding hebben, is een cirkel, 
waarvan de middellijn gelijk is aan den afstand der twee 
punten, welke den afstand tusschen de gegeven punten in- en 
uitwendig in die verhouding verdeelen, 

Bewijs. Liggen de punten C en C’ zoo op AB, dat 

AC: BC = AC': BO’ = m: 1 
is, en is X een punt in den omtrek des cirkels op CC' als 
middellijn, wiens middelpunt O is, zoo volgt uit 
AC SAC =S BGERB0 
AC :2CO = BC : 2BO0 
AOrCO PCO RBO: | 
Nu is CO= XO, dus AO: XO =XO:BO, waaruit volgt, 
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dat A AXOZBXO, bijgevolg 7 BXO =/ A, dus / AXC 
=ZBXC, waaruit volgens bekende eenen in de plani- 
metrie volgt, dat AX:BX=AC:BC =m:n. 

Is mm = n, dan heeft men de meetkundige plaats onder 
no. 3 vermeld. 


VERHOUDINGEN... 


Wanneer twee geliĳkslachtige grootheden A en B M tot 
grootste gemeene maat (eenheid van maat) hebben, A —= aM 


en B=bM is, dan noemt men het getal 7 ‚ dat de uitkomst 


der meting van de eene grootheid door de andere voorstelt, 
de verhouding van de eerste grootheid tot de tweede. 
In de verhouding A:B=a:b heeten 
a en b de verhoudings-getallen , 
A de voorgaande (eerste) term 
en B de volgende (tweede) term der verhouding. 
Uit de verhouding EERDE NE OONK RAS te zak et GLA 
kan men de volgende afleiden ; 
OER EM EN tere ae ennn (2) 
MADD NEE iedee el MLO 
A B 
phi 0e ren tE (4) 
BAr erkeer ene Ee Asen 7 en KO 
An Di AMU ER eedt. te LO 
A 


REE kre te ereen 
m 
A:D =na:b rete 
BmnAs RB mag nb vat. ta (0) 
zò TEE OT ende ne een KON 
m'n 
(AB): A=(ad-b):a. lere ECE 
(A4B):B=(ad-b):b . an vatte 
(A —B):A=(a—b):a.. ° (13) 
(A —B):B=(a—b):b. (14) 


(A +B): (A — B) = (a +6): aen sits A} 
waarin m en „ twee willekeurige geheele getallen voorstellen, 
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Is de verhouding van twee gelijkslachtige grootheden A en B 
grooter of kleiner dan de verhouding der twee getallen a en ó, 
dan kan men uit de ongelijkheid | 

AB) of (EG ID ERSA OEL} 
nog de volgende afleiden : 


BEA MOED 0 TN VE RNN 
nAsnB) of. (Las DARE Me ee 
ARD 

bd Of 05 DIER EEN 
mA B OE CMD 0 RE re 
AAB DOE CO: nb. eee 


B) of nbs ee ee 


Ar) Of SCRO: Den oe vS: 


mA nB Dof Mat ndi AO 
RE f : mb 10 
eG CNO EMD mts oen RL 


(AB): AC of Pla B). ee LE) 
(ADE BD Of NL (GELD) 20% 
(AB) EAD POf ND) EEEN 
(A —B):B> of ((@&—b):b . . « “… (14) 


Verhoudingen , welke uit 2 of meer andere zijn afgeleid. 


Als A, B, C, D, E‚, F,.... geliĳkslachtige grootheden zijn, 
waarvan de verhoudingen van elke voorgaande tot de volgende 
door de verhoudingsgetallen a, b, c, d, e, Á, 9, h, ò, k,.……. 
worden voorgesteld, zoodat men heeft: 

A:B=tGibrn. n e 
BCS Grent Se 
CD Sese ee 
DAD AE 
BR ONE ee) 


dan kan men daaruit afleiden, dat de verhoudingen van de 
eerste tot de derde, van de eerste tot de vierde, van de eerste 
tot de vijfde, enz. samengesteld zijn uit de eerste twee, eerste 
drie, eerste vier, enz, verhoudingen, zoodat men heeft; 
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AGE OE OOP OONER (6) 
ASAD NOC De ree (7) 
Ata WCO Oh Fn or EN (8) 
A:F =acegi:bdfhk . (9) 


Evenzoo vindt men voor ie Rn van de tweede tot 
de vierde, van de tweede tot de vijfde, enz. 


Als de verhouding van A:B) of (a:b. 
de verhouding van B:C>» of (c:d. 
de verhouding van C:D >» of Ce: f. 
de verhouding van D:E>» of (g:h. 
de verhouding van E:E) of (i:k. 


B:D =ece 
DE NEEEOR SO TE Pe 
ANS E  BREE 


BEM is (10) 
(LL) 


(12) 


(1) 
(2) 
6) 
(é) 
(5) 


kan men door Kinsale En nn estalln uit deze 
ongelijkheden de volgende ongelijkheden afleiden : 


À 
À 


B: 
:D> 


0} 
B 
ÀA: 


E > 


C> 


of <ac :bd, (6) 
of <ace : bdf (7) 
of <aceg:bdfh. (8) 
OLK G CERN IT fra AME CO 

RE (10) 


of <ceg :dfh . 
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Het verband tusschen een aantal rekenkundige 
eigenschappen 


AANSCHOUWELIJK VOORGESTELD 
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OLENE Eede TE 

In de wiskunde zegt men dikwijls, dat een stelling steunt 

op een of meer andere stellingen. Om dat steunen aanschou- 

welijk te maken, heb ik het eerste gedeelte der rekenkunde 
in teekening gebracht. 

Ze stelt een muur voor, waarvan de steenen stellingen aan- 

duiden. | 


Elk ding noemt men in de rekenkunde een eenheid. 

Een eenheid of een verzameling van gelijknamige eenheden 
noemt men een hoeveelheid. Twee hoeveelheden kunnen ver- 
schillen in het aantal en in de soort der eenheden, waaruit 
zij bestaan. 

Noemt men het aantal en de soort der eenheden, waaruit 
een hoeveelheid bestaat, dan heeft men een benoemd getal, 
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Noemt men alleen het aantal dingen van een hoeveelheid, dan 
heeft men een onbenoemd getal, 

Een getal bevat een of meer eenheden. *) 

Het getal úreN noemt men wel de eenheid, 

Stelling 1. (GRONDEIGENSCHAP of axioma). Hen hoeveelheid 
verandert niet, in welke volgorde men haar eenheden ook neme, 
of op welke wijze men die eenheden ook in groepen verdeele, 
mits geen enkele eenheid bijgevoegd of weggelaten worde. 

Men noemt twee hoeveelheden (getallen) gelijk , als met elke 
eenheid van de eene hoeveelheid (van het eene getal) een een- 
heid van de andere hoeveelheid (van het andere getal) over- 
eenkomt. 

Men noemt een hoeveelheid (getal) kleiner dan een andere 
(een ander), als men bij de eerste hoeveelheid (het eerste getal) 
een of meer eenheden moet voegen , om een hoeveelheid (getal) 
te verkrijgen, die (dat) gelijk is aan de tweede hoeveelheid 
(het tweede getal). 

Men zegt, dat de tweede hoeveelheid (het tweede getal) 
grooter is dan de eerste (het eerste). | 

Door de som van eenige getallen verstaat men het getal, dat 
ontstaat, als men bij het eerste getal achtereenvolgens al de 
eenheden van het tweede voegt, bij het komende getal al de 
eenheden van het derde getal, enz. tot alle getallen gebruikt zijn, 

Het bepalen der som van twee of meer getallen noemt men 
optellen of samentellen. De getallen, die men moet optellen, 
noemt men de TERMEN van de som, 

Als men bij een getal een ander optelt, zegt men, dat het 
eerste wordt vermeerderd met het tweede. 

Stelling 2. Het heeft geen invloed op de som van eenige 
getallen, in welke volgorde men de getallen samentelt, of op 
welke wijze men ze in deelen splitst of in groepen vereenigt, 
om vervolgens die deelen of groepen samen te voegen, 

De aftrekking leert ons, welk getal men bij een van twee 
gegeven getallen moet optellen, om het andere tot som te 
krijgen. Het getal, dat men bij het eene der twee getallen 


*) Eenheid komt voor in twee beteekenissen. Im 't eene geval 
staat het gelijk met ding, in ’t andere geval stelt het een ding voor 
De Vriend der Wiskunde, VL. he 
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moet optellen, om het andere tot som te vinden, noemt men 
het verscHIL van die twee getallen. Het getal, dat men tot 
som moet krijgen, noemt men aftrektal ; het getal, waarbij 
men het te vinden getal moet optellen, noemt men aftrekker, 

Men zegt, dat de aftrekker afgetrokken wordt van het aftrek- 
tal en dat het aftrektal verminderd wordt met den aftrekker. 

Stelling 3. Men vindt het verschil van twee getallen, indien 
men van het grootste getal zooveel eenheden afneemt, als het 
kleinste getal bevat, | 

Stelling 4. Wanneer men aftrekker en aftrektal in deelen 
splitst en elk deel van den aftrekker aftrekt van een der deelen 
van het aftrektal, dan is de som van de overgebleven deelen 
gelijk aan het geheele verschil, 

Stelling 5. Men verschil verandert niet , als men aftrekker 
en aftrektal met hetzelfde getal vermeerdert, 

Stelling 6. Men verschil verandert niet, als men aftrekker 
en aftrektal met hetzelfde getal vermindert. 

Stelling 7. Wen verschil wordt met een getal verminderd, 
als men dat getal optelt bij den aftrekker. 

Stelling S. Men verschil wordt met een getal vermeerderd, 
als men dat getal optelt bij het aftrektal. 

Stelling 9. Als men eenige getallen achtereenvolgens moet 
optellen en aftrekken, dan kan men de uitkomst ook verkrijgen, 
door de som der aftrekkers af te trekken van de som der andere 
getallen, 

__De vermenigvuldiging is een bewerking, die ons leert, de 
som te vinden van eenige gelijke getallen, op een kortere wijze 
dan door de gewone optelling. 

Eon dezer gelijke getallen noemt men vermenigvuldigtal. 

Het getal, dat aanduidt, van hoeveel gelijke getallen de som 
moet genomen worden, heet vermenigvuldiger. 

Men zegt, dat het vermenigvuldigtal vermenigvuldigd wordt 
met den vermenigvuldiger. Vermenigvuldiger en vermenigvul-_ 
digtal dragen beide den naam factor. | 
_ De uitkomst der vermenigvuldiging heet PRODUCT. 

In 6 X7 is 6 de vermenigvuldiger en 7 het vermenigvuldigtal. 

Stelling 10. In een product van twee factoren mag men de 
factoren onderling verwisselen, 
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Steling 11. Moet een som met een getal vermenigvuldigd 

worden, dan kan men de witkomst ook verkrijgen, door elken 
term van die som met dat getal te vermenigvuldigen en de 
komende producten op te tellen. 
Stelling 12. „Moet een getal met een som vermenigvuldigd 
worden, dan kan men de uitkomst ook verkrijgen, door dat 
getal met elken term van die som te vermenigvuldigen en de 
komende producten op te tellen, 

Stelling 13. Moet een verschil met een getal vermenigvul- 
digd worden, dan kan men de uitkomst ook verkrijgen, door 
aftrektal en aftrekker beide met dat getal te vermenigvuldigen 
en het eerste product te verminderen met het tweede. 

Stelling 14. Moet een getal met een verschil vermenigvul- 
digd worden, dan kan men de witkomst ook verkrijgen, door 
dat getal te vermenigvuldigen met aftrektal en aftrekker en 
het eerste product te verminderen. met het tweede. 

Door een gedurig product verstaat men de uitkomst, die 
verkregen wordt, als men van meer dan twee getallen het 
eerste vermenigvuldigt met het tweede, het komende product 
met het derde getal, enz. 

De getallen heeten factoren van het gedurig product. 

8X5X4X7 beteekent, dat men 7 moet vermenigvuldigen 
met 4, het komende product met 5 en dit tweede product 
met 8, 

Stelling 15. In een gedurig product van een willekeurig 
aantal factoren mag men de eerste twee (d.i. die 't meest 
rechts siaan) onderling verwisselen. 

Stelling 16. Zn een gedurig product van drie factoren mag 
men de laatste twee factoren onderling verwisselen. 

Stelling 13. In een gedurig product mag men twee op elkaar 
volgende factoren onderling verwisselen. 

Stelling 18. Ju een gedurig product mag men de factoren 
in willekeurige volgorde nemen. 

Stelling 19. In een gedurig product mag men een wille= 
keurig aantal factoren vervangen door hun product. 

Stelling 20. Len product wordt met een getal vermenigvul- 
digd, als men een der factoren met dat getal vermenigvuldigt. 

Stelling 21. Moet een getal met een product vermenigvul= 
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digd worden, dan kan men de witkomst verkrijgen, door dat 
getal te vermenigvuldigen met een der factoren van het product, 
de uitkomst met een tweeden factor, enz, totdat alle factoren 
van het product gebruikt zijn. 

Een product van eenige factoren , alle gelijk aan een zelfde 
getal, noemt men een MACHT van dat getal, 

Het aantal der factoren noemt men den eraAD of den ezpo- 
nent der macht. 

De bewerking, die dient, om een macht van een getal te 
berekenen , noemt men machtsverheffing. 

Stelling 22. Met product van twee machten van een zelfde 
getal is een macht van dat getal , waarvan de exponent gelijk 
is aan de som der exponenten van de factoren. 

Stelling 23. Moet een macht weer tot zekere macht vers 
heven worden, dan moet men de exponenten met elkaar ver- 
menigvuldigen. 

Stelling 24. Moet een product tot zekere macht verheven 
worden, dan moet men elk van zijn factoren tot die macht 
verheffen. 

De deeling is een bewerking, die ons leert vinden, hoe 
dikwijls een getal kan afgetrokken worden van een ander, 
of met andere woorden: de deeling leert ons vinden, hoe 
dikwijls een getal begrepen is in een ander. 

Het getal, dat men aftrekt, heet deeler ; het getal, waarvan 
men aftrekt, heet deeltal ; de uitkomst noemt men QUOTIENT ; 
het getal, dat overblijft, als de deeler zoo dikwijls mogelijk 
afgetrokken is van het deeltal, noemt men de rest der deeling. 
De rest is dus kleiner dan de deeler. Somtijds is de rest nul; 
men zegt dan, dat de deeling opgaat. 

Stelling 25. Bij elke deeling is het deeltal gelijk aan het 
product van deeler en quotient plus de rest. 

Stelling 26. Moet een macht van zeker getal gedeeld wor- 
den door een lagere macht van dat zelfde getal, dan is het 
quotient een macht van dat getal, waarvan de evponent gelijk 
is aan den eeponent van het deeltal, verminderd met den 
exponent van den deeler. 

Als de deeling van een getal door een ander opgaat, zegt 
men, dat het eerste deelbaar is door het tweede en dat het 
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tweede een deeler of factor is van het eerste *). Door een veelvoud 
van een getal verstaat men het product van dat getal met een 
ander. Zoo is 5 XxX 7 of 35 een veelvoud van 7. Elk veelvoud 
van een getal is deelbaar door dat getal en omgekeerd: als 
een getal deelbaar is door een ander, is het een veelvoud van 
dat andere getal. 

Men zegt, dat een getal ondeelbaar is, als het geen andere 
deelers heeft, dan zich zelven en de- eenheid. 

Stelling 27. Men deeler van eenige getallen is ook een deeler 
van hun som. 

Stelling 28. Blke deeler van een getal is ook een deeler 
van een willekeurig veelvoud van dat getal. 

Stelling 29. Een deeler van twee getallen is ook een deeler 
van hun verschil. 

Stelling 30. Als van twee getallen het eene wel, maar 
’t andere niet door zeker getal deelbaar is, dan is noch de 
som , noch het verschil van die getallen door dat andere getal 
deelbaar. 

Een getal, dat op twee of meer andere deelbaar is, noemt 
men een gemeenen deeler van deze getallen. 

Het grootste getal, dat op twee andere deelbaar is, noemt 
men den grootsten gemeenen deeler van deze getallen. 

Als 1 de G.G.D. van twee getallen is, noemt men die getallen 
onderling ondeelbaar. 

Stelling 31. De G.G.D. van twee getallen is ook de G.G.D. 
van ’t kleinste dier getallen en de rest, die men krijgt, door 
eenige malen het kleinste van ’t grootste af te trekken. 

Stelling 32. Wlke gemeene deeler van twee getallen is deel- 
baar op hun G.G.D. 

Stelling 33. Als men twee getallen met een zelfde getal 
vermenigvuldigt, wordt ook de G.G.D. van die twee getallen 
met dat getal vermenigvuldigd. 

Stelling 34. Als men twee getallen door een gemeenen deeler 
deelt, wordt hun G.G.D. ook door dien gemeenen deeler ge= 
deeld. 


*) Het getal 41 en het getal zelf rekent men wel mede onder de 
deelers, doch niet onder de factoren van een getal. 
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Stelling 35. Als men twee getallen door hun G.G.D. deelt, 
zijn de quotienten onderling ondeelbaar. 

Stelling 36. Als een getal deelbaar is op een product van 
twee factoren , maar onderling ondeelbaar met den eenen factor, 
dan is dat getal een deeler van den anderen factor. 

Stelling 37. Als een ondeelbaar getal deelbaar is op het 
product van eenige factoren, dan is dat getal deelbaar op een 
der factoren. 

Stelling 38. Elk gedurig product is deelbaar door een zijner 
factoren en door ’t gedurig product van eenige zijner factgren. 

Stelling 39. Elk getal kan slechts in een enkel stel van 
ondeelbare factoren ontbonden worden. 

Stelling 40. Opdat een getal deelbaar zij in een ander, 
is het noodig en voldoende, dat elke ondeelbare factor van den 
deeler voorkomt in het deeltal, met een exponent gelijk aan 
of grooter dan de exponent, dien hij in den deeler heeft. 

Stelling Al. Zijn twee getallen ontbonden in ondeelbare 
factoren, dan verkrijgt men hun G.G.D., door het product 
te nemen van alle factoren, die in beide Pen voorkomen, 
elk met zijn kleinsten exponent. 

Stelling 42. Als twee onderling ondeelbare getallen in on- 
deelbare factoren ontbonden zijn, kunnen ze geen factor ge- 
meen hebben. 

Stelling 43. Als twee in ondeelbare factoren ontbonden 
getallen geen factor gemeen hebben, zijn ze onderling ondeelbaar. 

Stelling 44. Als een getal deelbaar is door eenige andere, 
die twee aan twee onderling ondeelbaar zijn, dan is het ook 
deelbaar door hun product. 

Stelling 45. Als twee getallen onderling ondeelbaar zijn, 
dan zijn ook hunne machten onderling ondeelbaar. 

Een getal, dat deelbaar is ;door eenige andere, noemt men 
een gemeen veelvoud van die getallen. Het Hints getal, dat 
deelbaar is door eenige andere, noemt men het kleinste gemeene 
veelvoud van die getallen. 

Stelling 46. Zijn twee of meer getallen ontbonden in on- 
deelbare factoren, dan verkrijgt men hun K.G.V., door het 
product te nemen van alle ondeelbare factoren, die in een of 
meer van die getallen voorkomen, elk met zijn grootsten exponent. 
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Stelling 43. Het K.G.V. van twee getallen is gelijk aan 
hun product, gedeeld door hun G.G.D. 

Stelling 48. Elk gemeen veelvoud van eenige getallen is 
deelbaar door hun K.G.V. 

Stelling 49. Zal een getal een gemeen veelvoud zijn van 
eenige getallen, dan is het noodig en voldoende, dat dat getal 
een veelwoud is van hun K.G.V. 
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Zooals men ziet, rust elke stelling op een of meer andere 
(19 steunt op 18; 31 op 27, 28 en 29; enz), behalve no. 1, 
die op den nd (d.i. hee de A! steunt en de 
grondeigenschap of het amioma der rekenkunde heet. 

Dat de meeste stellingen niet alleen op andere stellingen, 
maar ook op bepalingen steunen ‚ moet niet uit het oog worden 
verloren. Die bepalingen heb ik ter behoorlijker plaatse in 
den tekst der stellingen opgenomen. Deze zijn in hoofdzaak 
de eerste 49 van de stellingen , die voorkomen in het le deeltje 
van „Vragen en Oefeningen over de theorie der rekenkunde” 
door Wisserink. Bij enkele stellingen, o.a. 1,2, 27 en 29, 
heb ik den tekst van VersLuxs gevolgd. 
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De bepalingen heb ik genomen uit de rekenkunde van Ver- 
sLuYs. Slechts hier en daar heb ik mij een kleine afwijking 
veroorloofd; dit is o.a. het geval geweest met de allereerste 
bepalingen, die nog al eens aanleiding gegeven hebben tot 
twistgeschrijf. De kenmerken van deelbaarheid door 2, 5, 9, 
11, enz. heb ik achterwege gelaten , daar mijn bedoeling was, 
slechts stellingen te nemen, die gelden in elk talstelsel. 

Enkele nummers (10, 1f, 19, 28 en 30) komen tweemaal 
voor op de teekening. 

Met de vier eerste moest dit geschieden , om alle stellingen 
te kunnen plaatsen. Voor het tweemaal plaatsen van st. 30 
is een bijzondere reden. Bij het bewijs van die stelling moet 
men namelijk drie gevallen onderscheiden. In twee van die 
gevallen steunt de stelling op no. 29 en in het derde geval 
op no. 27. 

Ik zal dit aantoonen. 

le Geval. Gegeven: a deelbaar door c en b niet deelbaar door c. 

Te bewijzen: a J-5 niet deelbaar door c. 

Bewijs: Onderstel, dat a J-b wel deelbaar is door c,‚ dan 
hebben wij: aJ-b=ecvoud 

a = C voud 
b==e voud (volgens st. 29) 

Maar dit is in strijd met het gegevene; dus is de onder- 
stelling valsch en is a Jb niet deelbaar door c. 

2e Geval. Gegeven: a deelbaar door c en b niet deelbaar door c. 

Te bewijzen : a—b niet deelbaar door c. 

Bewijs: Onderstel, dat a—b wel deelbaar is door c‚ dan 
hebben wij: a ==c voud 

a—b = ec voud 
“___b ==evoud (stelling 29). 

Maar dit is in strijd met het gegevene; dus is de onder- 
stelling valsch, zoodat a —b niet deelbaar is door c. 

3e Geval. Gegeven: a niet deelbaar door c, 5 deelbaar door c, 

Te bewijzen: a —b niet deelbaar door c. 

Bewijs: Onderstel. dat a — b wel deelbaar is door c‚ dan 
hebben wij: a —b ==cvoud 

| b = ec voud 
a==ecvoud (sf. 27). 
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Maar dit is in strijd met het gegevene; dus is de onder- 
stelling valsch, zoodat a — b niet deelbaar is door c, 

Na de bepaling van aftrekking heb ik een nieuwe stelling 
geplaatst, die aldus wordt bewezen : 

Als 5 het verschil is van 12 en 7, dan is volgens de be- 
paling van aftrekking 7J5=—12. 

Volgens st. 2 is dus ook 5 +7 = 12, 

Hieruit blijkt, dat men het getal 12 verkrijgt, indien men 
bij 5 achtereenvolgens de eenheden van het getal 7 voegt. 
Neemt men die 7 eenheden achtereenvolgens weer van 12 af, 
dan houdt men dus 5 over. 

Hiermee is de stelling bewezen. 

Uit deze stelling volgt, dat men aan aftrekking twee be- 
teekenissen kan hechten, of met andere woorden dat men van 
aftrekking twee bepalingen kan geven. Volgens de (eerste) 
bepaling is aftrekken synoniem met aanvullen. Indien men 
st. 3 als bepaling geeft, heeft aftrekken de gewone beteekenis 
van afnemen. Beide wijzen van beschouwing worden toege- 
past in het dagelijksch leven. 

Na stelling 37 (40 van WisseLink) heb ik eenige verande- 
ringen aangebracht, die ik voor ’t volledig bewijs van de 
volgende stellingen noodzakelijk achtte. 

De stellingen 38, 42 en 43 komen noch in WrsseLINK, noch 
in VersLuys voor. Zooals uit de figuur blijkt, steunt op 48 
éen stelling (45), op 42 twee (44 en 45), terwijl op 38 direct 
en indirect elf stellingen steunen. Hier volgen de bewijzen 
van de ingevoegde stellingen. 

Bewijs van st, 38: Om aan te toonen, dat 3 Xx 8° X 11° X 5 
deelbaar is door 3 X11?, merken we op, dat volgens st. 18 
en 19 

3X82X113 X5 =(82 X11 X5) X (3 X 11°). 

Men kan het getal 3X 112 dus (8? X 1! X5) maal van 
3 X82 X11? X5 afnemen, terwijl er nicts overblijft. De deeling 
gaat bijgevolg op, zoodat volgens de bepaling van deelbaarheid 
3 x 11? een deeler is van 3 X8°%X 113 X5 en hiermede is de 
stelling bewezen. 

Bewijs van st. 42: Indien de twee getallen een factor ge- 
meen hadden, zouden ze volgens st. 38 door dien factor deel: 
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baar zijn, maar dan zouden ze een gemeenen deeler hebben, 
grooter dan 1, terwijl volgens het gegevene hun G.G.D. 1 is. 
De getallen kunnen dus geen factor gemeen hebben. 

Bewijs van st. 43: Zullen de getallen een gemeenen deeler 
hebben, grooter dan 1, dan moeten ze volgens st. 40 een of 
meer factoren gemeen hebben. Daar dit echter niet het geval 
is, is de G.G.D. der- getallen = 1 , zoodat ze onderling ondeel- 
baar zijn. 

De verschillende grootte van de stellingen op de teekening 
leide niet tot verkeerde gevolgtrekkingen. No. 24 is b.v. vol- 
strekt niet belangrijker dan no. 20. Het verschil in grootte 
heeft zijn ontstaan te danken, deels aan noodwendigheid, deels 
aan ’t streven, om de 49 stellingen te vereenigen tot een eenigs- 
zins regelmatig geheel. Wat de belangrijkheid betreft, mij 
dunkt, in dit opzicht staat no. 20, waarop direct en indirect 
15 stellingen steunen, boven no. 24, waarop alleen no. 45 steunt. 

Bij het bewijs van st. 35 maakt men gebruik van de waar- 
heid, dat p Xa pXb, indien a ) b. 

Deze waarheid als stelling in te lasschen, achtte ik niet 
noodzakelijk. 

De gearceerde rechthoek boven 30 en 35 en die boven 44 
stellen open ruimten in den muur voor. 

Ik hoop zeer, dat vooral de studeerende onderwijzers , ’t zij 
zelfstandig, ’t zij aan de hand van Versluys’ Rekenkunde, 
de juistheid van de figuur zullen nagaan. Men bedenke, dat 
sommige stellingen op meer dan één wijze kunnen worden be- 
wezen. Men kan st. 7 even goed op st. 5 als op st. 2 laten 
steunen en st. 16, die volgens de figuur bewezen wordt met 
behulp van st. 2, laat zich ook bewijzen door middel van st. 
11. Hieruit blijkt, dat de door mij ontworpen teekening niet 
de eenig mogelijke is. 


Noordwolde, Maart 1891. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 601—620. 


601. Uit een der hoekpunten van een gegeven vierkant eene 
lijn zoo te trekken naar het verlengde der overstaande 
zijde, dat het deel dezer lijn gelegen buiten het vier- 
kant, gelijk is aan eene gegeven lijn. 

(W. Krrerine, Beg. d. Mtk, no. 331.) 


Eerste oplossing. 


Zij PD de gevraagde lijn, zoó 
dat ED —= bis. Trek DM | PD, 
BR verleng PK tot M, trek DN 1 

8 P’M,danis A PDM A DMN. 
CA DMD NM EIO, 
‚P'MD=/ NMD)dus/ KP'E 
— Z MDN en omdat bovendien 
PR DNmens OPE 
ZDNM = 90° is A PKEZ2 DMN dus P/E — MD. 

Uit A P'DMx P'KE volgt PM:PE=PD:PK. KM == 
stellende is: (a + z): PE == (P'E +b):a, als a de zijde van 
het vierkant is. Bijgevolg 

a: Jar=PE?PEXb......... (1) 

In A PMD is PM? = P'D? + MD? of 

(ada? =(PE +5)? +P'E2 =2PE? J2b.PE + b? 
en (adr —b2=2PEH-20.PE...... (2) 

Uit verg. (1) en (2) volgt nu: 

(a+)? —b? =2(a? + az) 
of 2 —b: za? 
dus zz (a? +b°). 

Hieruit volgt de Constructie. 

1. Neem P'O =b, trek KO dan is KO = 1” (a? + 52); 

2. Maak KM —= KO (op het verlengde van PK); 

3. Beschrijf op P'M een halven cirkel. 

4, Verleng LB tot in D, dan is D het gevraagde punt en 
PED de gevraagde lijn, zoo dat ED =P'O = bis. 

Opmerking. E kan ook in BL, D in het verlengde van KB 
liggen. A. J. vaN BREEN. 
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Tweede oplossing. 
Stelt men in fig. 1 BE — y, zoo is KE — a — y,PE= 
VV (2a° —2ayd-y?). DE =b stellende is: 
v (2e? — 2ay +y°):(a—y) =b:y 


of 24° — 2ay Hy = B 
eas 
2a (a —y) +y? = Se 





A pa n= 
a 7 Dag on 
: a b? 
zoo is a == 
d p 
p? J-2ap—b? =0 
P=—atV arb? (pis positief). 
y° 





De lijn p is dus bekend. Nu is » se nOL 
nh 


ye =pa— yy? H-py—pa=0, dus 


1 
gab tr (zeta) 
y is dus bekend en het vraagstuk opgelost. 
Het vraagstuk is altijd mogelijk. Sr 
Derde oplossing. 
Stelt men in fig. 1 KE = #, P'K =a en ED =b, zoo is 


BD :P'K — BE: KE of BD =*= 
Uit ED? — EB? + BD? volgt 
D= (aa)? + 
Na eenige herleiding vindt men: 
a? a? 
Des (Z+e) (Z+ x —2a) 


2 
Stelt men = + =m(l), zoo is b2 = m(m — 2a).... (2) 


a? (a a) 


Uit verg. (2) volgt m en daarna uit verg. (1) «. 
Opmerking. Deze aplossing komt overeen met de vorige, 
alleen de hoofdzaak is aangegeven. H. VERKAART. 
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Vierde oplossing. 


Stelt men in fig. 1 KE ==, zoo volgt uit A PKEx BED 
v (a? +22):b=e:(a—e) 
of (a? Hz?) (a — zv)? =b? xv? 
Telt men aan beide zijden a? #? op, zoo is: 
(a? — az d-°)? = (a? Hb) z? 
a? Jb? =p? stellende, heeft men a? — ar +? = pw, 
pr (ad pedo? =0, 
dusem EE} v | (a Jp)? — 44°} 


p bekend zijnde, is het vraagstuk opgelost. M. Simons, 


Vijfde en zesde oplossing. 


S 1. Naast de fraaie oplossing van vraagstuk 831 uit 
Krruine’s Vlakke Meetkunde, gegeven door den Redacteur 
van dit Tijdschrift, wensch ik een tweetal andere oplossingen 
aan te wijzen. De eerste oplossing wijst onmiddellijk aan, dat 
er verband moet bestaan tusschen dit vraagstuk en no. CXVI 
der „Gevraagde Vraagstukken’, waarover ik in den Sden Jaar- 
gang van „De Vriend der Wiskunde”, (blz. 255—261) een en 
ander mededeelde. De tweede oplossing is af komstig van Newton 
en volgt mede uit vraagstuk CXVL. 

S 2. Wenscht men uit het punt P' van vierkant P'KBL 
eene lijn P'ED te trekken, zoó dat ED gelijk is aan eene ge- 
geven lijn b, dan is het vraagstuk opgelost, als men A BED 
(fig. 1) construeert. Van dien driehoek nu weet men: de 
grondlijn DE — 5, de tophoek B == 90° en de lijn BP’, die 
het supplement van den tophoek halveert. 

BP’ is gelijk aan a v/ 2, als a de zijde van het Morren 
P'KBL is, 

Op dit vraagstuk wees ik op blz. 259 (dl. V), de oplossing 
komt geheel overeen met het op bladz. 257 behandelde werk- 
stuk: Een driehoek te construeceren als gegeven zijn: gronde 
lijn, tophoek en topbissectriv. Alleen de discussie is anders. 

S 3. Men driehoek te construeeren als gegeven zijn + grond 
lijn, tophoek en de lijn, die het supplement van den tophoek 
halveert (gemeten tot aan de grondlijn). 
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Oplossing. 

Is DE (fig. 2) de gegeven grondlijn, 
zoo moet het toppunt van den te 
construeeren driehoek liggen in het op 
DE beschreven cirkelsegment, dat een 
hoek B (hier — 90°) bevat. De lig- 
M ging van het toppunt B bepaalt men 
als volgt: de lijn BP’ bekend zijnde, verlengt men tot zij 
in F' den cirkelboog ontmoet (bg DF’ = bg EF' want / D'BP’ = 


by DF en / BBP'= (bg BE + bg BF’). Nu is BP = 
Pe BED ARE Vee En 
en daar A ee ODE E/B Di WEE ED ZD BE 
5 bg DE’ = 5 bg EF“ = / PDE’): 

BEE: DEED ES PARSE a Ee 

Uit verg. (2) volgt, als men DF'=—=g' stelt, 
BE’ Xx PE! —=g? of (PE — p') PE’ == g'?, dus 
PE — p,P'F'—g'?2 =0en 


AL DR, 
Print (& Jg? 5 Ke Une Mike (8) 
(het minteeken vervalt natuurlijk, want PF’ > p'.) P'F’ bekend 


zijnde, weet men P' en dus het toppunt B of den gezochten 
driehoek BDE. 


S 4. Men heeft dus voor vraagstuk 331 uit Kreling de na- 
volgende oplossing: 

Gevraagd. Uit het hoekpunt P’ van een vierkant P'KBL 
eene lijn te trekken, die BK in E en het verlengde van LB 
in D snijdt, zoó dat DE — eene gegeven lijn b is (fig. 1). 
Constructie. 
1°. Maak eene lijn DE =:b (fig. 2); 

20, Beschrijf op DE als middellijn een halven cirkel; 
3°. Bepaal het midden F’ van den cirkelboog en trek DF’; 








12 
40, Construeer eene lijn 7’ = zp’ KES (an q°),alsp' 


gelijk is aan den diagonaal van het gegeven vierkanten g’ = 
DE’ uit fig. 2; 
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50, Beschrijf uit F’ met +’ als straal een cirkelboog, die 
het verlengde van de lijn DE in P’ snijdt; 

60. Trek F'P', die den cirkelboog in B snijdt; 

70, Trek BD en BE; 

80. Zet deze lijnen in fig. 1 van B af, uit op BK en op 
het verlengde van LB, zoo is de lijn PED de gevraagde lijn. 

Bewijs. Dit volgt uit S3. 

Discussie, Voor de mogelijkheid der constructie is noodig : 

IN 2 

PP >FDof zov ((B) 44°)» q. Daar aan deze 
voorwaarde steeds voldaan is, is het vraagstuk altijd op te 
lossen. Eischt men dat D in het verlengde van LB, Ein KB 
moet liggen, zoo voldoet er slechts ééne lijn aan de vraag. 
Vat men het vraagstuk meer algemeen op, zoo komt men tot 
hoogst belangrijke beschouwingen, waarop wij met een enkel 
woord willen wijzen. 


1 
Vooraf merken wij op, dat in form (3) g =3 by 2 isen 
p'=arv 2, indien DE =L en LB —=a is. 
Men heeft dus: » == Bava j(e J-b2). . (4) 


S 5. Vraagstuk 331 uit Kreling algemeen opgevat is een 
bijzonder geval van vraagstuk CXVI in dl. V van de Vriend 
der Wiskunde, bl. 255—261 behandeld, nl. het geval, waarin 
de gegeven hoek = 90° is. 

Van dit bijzondere geval is door Newton eene oplossing ge= 
geven in zijne Arithmetica universalis. Ik ontleen een en 
ander hieromtrent aan de oplossing van No. 194 der Ver- 
zameling van Wiskundige Voorstellen’, uitgegeven door het 
Wiskundig genootschap: „Men onvermoeide arbeid komt alles 
te boven”, deel I van het jaar 1820. 

Vraagstuk 194 luidt: Door een punt P binnen een hoek 
DBE eene lijn DPE van gegeven lengte te trekken. 

S6. Het vraagstuk luidt nu aldus: 

Wanneer / LBK (fig. 3) een rechte hoek is en PK'BL 
een vierkant, dan vraagt men door P' eene lijn DE te trek. ® 
ken, welks uiteinden op de beenen van den rechten hoek liggen, 
zóo dat DE eene gegeven lengte b heeft, 
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Oplossing. 
fig. 3. Uit onze be- 
schouwingen 
over vraagstuk 
CXVI blijkt, dat 
aan deze vraag 
vier, drie of twee 
lijnen voldoen. 
In fig. 3 zijn dit 
de lijnen P'ED, 
P/'E'D', dP'e en 
d'P'e!. Wij bere- 
kenen de lijn 
P'ED, omdat de 
lezer dan onmid- 
dellijk ziet, dat 
het door Newton 
HE wen A gestelde vraag- 
stuk volkomen overeenstemt met No. 331 uit Kreling. De 
oplossing van Newton is nu de volgende: 
Zij F het midden van de lijn ED, stelt P'F ==, zoo is: 





/ 1 
PE=ezbenPD=er+ zb, derhalve 


(see (EN 


(a = zijde vierkant). Nu is: 
APKEx A PLD, dus EK: PL =P'K: LD, of 


| (« — 5 De afraza:y |(e+50) — a” [en 
sfeer emelen eek) 


Na eenige herleiding vindt men: 


) (5 ) 
Ee ni AD Ve re ARNE 
(2e EE ® ze b 16° il), 


EG en LD =1/ 











dus e= | + DD tara +vf. 


Uit # volgt onmiddellijk P'D of P'E, 
Voor # vindt men minstens één waarde, daar 
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2 
e,=vi(a + ee) Har (a? H5°) | altijd bestaanbaar is, 
er voldoen dus steeds twee lijnen P'ED en P'E’D' aan de vraag. 


2 
De waarde z, = p/ { (a? He) — av (a? + 52); voldoet 
2 
alleen alsy (a? J- ba av (a? Jb?) 


of a+ H- 5 a? 2 dg > at + atb, dus 


b>»2ay 2. 

In dat geval voldoen er nog twee lijnen dP'e en d'P'€ 

Men vindt dan vier lijnen. 

Is b= 2a1 2, zoo voldoet, behalve de lijnen P'ED en P'E'D’, 
slechts ééne lijn, nl. HI, die met de beenen van / LBK ge- 
lijke hoeken (45°) maakt. Uit fig. 3 volgt gemakkelijk HI == 
2arv 2, 

Is b<-2ar” 2 zoo voldoen slechts twee lijnen aan de vraag 
nl. PED en PED. 

De lezer vergelijke deze discussie met die op blz, 258 en 259 
van deel V van dit Tijdschrift. De stelling aan het slot van 
S 5 dt. p. genoemd, vindt men hier natuurlijk terug. 

De discussie van dit vraagstuk vindt men in de boven aan- 
gehaalde „Verzameling” van het Wiskundig Genootschap niet. 
De oplossing wordt daar naar aanleiding van no. 194 (zie $ 5) 
slechts kort behandeld. Er wordt o.a. aangewezen, hoe het 
vraagstuk zeer fraai trigonometrisch is op te lossen. Stelt 
men — zonder trigonometrie werkende — BD onbekend, - zoo 
krijgt men eene volledige vierdemachtsvergelijking ; stelt men 
LD onbekend, zoo vindt men eene wederkeerige vergelijking. 
Om die vergelijkingen te ontwijken stelde Newton PF —= ©, 
als F het midden van DE is. (vgl. echter de 2de, 3de en 4de 
oplossing.) 

8 7. De Constructie, volgens de oplossing van Newton is 
dus de navolgende : 


b? 
1. Construeer eene lijn c = 1’ (a + z): 


2. Construeer eene lijn d —= yv” (a? + b?) en daarna e = wad; 
8. Construeer eene lijn #, = 1 (c? + e°); 
De Vriend der Wiskunde, VI. - 5 
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4, Beschrijf uit Pi met x + Eb een cirkelboog, die het 


verlengde van LB in D snijdt; 
5. Trek PD, dan voldoet deze lijn aan de vraag. 
Zierikzee, November 1890. B. W. Monpr. 


602. Uit een punt P der basis AB van een A ABC laat men 

loodlijnen PD en PE neer op de opstaande zijden AC en 

BC. Waar moet men het punt P aannemen, opdat het 

opp. van A PDE zijn maximum bereike? C.A. Cikor., 

Oplossing. 

3 In de verschillende A A, die men 
verkrijgt door uit punten P van AB 
loodlijnen PD en PE op AC en 
BC neer te laten, is / DPE stand- 
vastig ; de oppervlakte dier A A is 
dus evenredig met het product van 
PD en PE; derhalve kan men het 
oppervlak van zoo’n A voorstellen 
door p.PD.PH, waarin p een standvastige factor is; P moet dus 
zóó gekozen worden dat PD x PE maximum is. Is BF de hoogte- 





; BF x AP rs Tare A AROG ELE: 
lijn op AC,danis: PD = Ap > eveneens is Din BS 
BF Xx AG 


dus PD x PE = AP Xx BP Xx DB in dit product is het ge- 


deelte, dat als breuk geschreven is, onaf hankelijk van de plaats van 


P; het product wordt dus maximum voor AP x BP = maxi- 
mum; de som dier factoren is constant (—= AB); het product 


wordt dus maximum voor AP == BP == 5 AB. 


C. A. Crxor. 


603, Waar moet men uit een bol een schijf van een gegeven 
rond oppervlak uitsnijden, opdat de inhoud dier schijf 
een maximum zij? C. A, Crkor. 

Oplossing. 
Schijven, in eenzelfden bol, met een zelfde bol-oppervlak 
hebben ook eene zelfde hoogte; zij die hoogte EF, en ABDC 
een schijf van die hoogte. De inhoud dier schijf is: 
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: zm AE? FRH3 r CR: FE SDE: 


Hierin is EF standvastig; AE? + CF? 
moet dus maximum worden. 

Stellen we den afstand van het midden 
G der hoogte tot M= z, dan is: 


AB? = rt — (3 I)?; Nn 





rè ets h)2,en dus AE? + CF? — 2/2 — 272 Ee hast 


deze uitdrukking wordt maximum als 2x? maximum wordt, 


m. a, w. voor  — 0; het middelpunt van den bol moet der- 
halve het midden van de hoogte der schijf zijn. 
C. A. Crkor. 


604, Voor welke waarden van wis 72? + 172 + 12 een 
rationaal kwadraat ? | 
(J. C. Beer, Leb, d. onbep. verg. bl, 137 no. 534.) 
Oplossing: 

Bij de oplossing van dergelijke vraagstukken onderzoekt men 
eerst of een der beide uiterste termen een kwadr. is; dit is 
echter hier niet het geval, Ware dit wel zoo geweest, ware 
bijv. geg. de vorm 9x? +17zJ12, dan zou men dien ge- 


Ph 
lijk stellen aan( 3 tf) ‚ omdat dan bij de uitwerking ter- 


stond de tweede macht van # wegvalt. 

Nu dit middel niet baat, moet onderzocht worden, of de 
vorm te ontbinden is in twee factoren. De Theorie der tweede 
graads vergel. zegt ons, dat ax? + be Jc te ontbinden is in 
factoren, zoodra b? — 4 ac een zuiver kwadraat is. Nu is 
v(Ii —4X7X 12) =r (289—336) = 1 — 47 eeneimagin, 
grootheid. 

Daar het tweede middel ook gefaald heeft, zoeken wij den 
vorm te splitsen in een kwadraat en een product. Als naaste 
weg beproeven wij of in de vergelijking 

lat +112 «2 HJ (Or? 177 + 12) 
== 42? (3x? H 17e J 12) 


een der beide drietermige grootheden een product is, 
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Nu is 172 —4X6 x12=289 — 288 —=1 een kwadr. 
en 17? —4X3X12=—= 289 —144 == 145 geen „ 
Hieruit volgt dat 6x? J- 17x J- 12 te ontbinden is in fac- 
toren. Om die ontbinding te vinden stellen wij 6 #2 J- 17 J- 


17 289 Ee) — 171 
_—_ am Ve en Dig 

12 = 0; waardoor # = Td ( = 2 

4 3 
== zf od 2 hierdoor is 

dj 3 
Get Jl t12= (2 +3 (et 5)e= 
| (tete) 


Na deze voorbereiding gaan wij tot de eigenlijke oplossing 
over; wij stellen nl. den gegeven vorm voor door een kwa- 
draat waarin één der beide factoren gevonden wordt, die wij 
nu hebben opgespoord, bijv. 


Ter Hieke + ABe i 
zet Leetdet5 (3x J- 4)? 
6m Ae emt rtdet brt. 


Maar deze vergel. is En door 3x zi na die deeling 
verkrijgen wij 


ah rt 50e 4) 


37 4 
waaruit EE B eN 
_ Brengt men deze waarde in den gegeven vorm over, dan 
: Eed Tl Aeg 
wordt Tw? + 17x J 12 (rr) ; | 
„In deze vormen kunnen p en q alle mogelijke waarden aan- 
nemen; stelt men bijv. p = 1 en g—=2, dan isx —=— 8 en 
Ta? H 172 — 12 448 — 136 H- 12 —= 324 — (18)2. 
Opmerking. Omdat de som der coefficienten : 7 J- 17 +12 = 
36 =6? een kwadraat is, zoo voldoet reeds # = 1 aan de 
_ vraag. Om de verdere wortels te vinden, stelt men # — 1 + y, 
substitueert dit in den gegeven vorm en handelt dan omtrent 
y op dezelfde wijze als hierboven met « geschied is. Aan het 
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einde der bewerking bedenke men, dat z —=y J 1 moet zijn. 

In het werk, waaraan dit vraagstuk is ontleend, wordt op 

bl. 57 enz. een dergelijk vraagstuk uitvoeriger behandeld. 
Eeer. 


605. Een gelijkbeenigen A te construeeren , waarvan de basis 
en de lijn, die den hoek aan de basis middendoor deelt, 
gegeven zijn. PrrLax. 

Oplossing. 

Zij A ABC de gevraagde driehoek, waar- 
van de basis AB =a en de bissectrix AD == 
b gegeven zijn. 

Frekt men de bissectrix BE en vereenigt 
men D met E, dan is BE —= AD = b en, 
omdat / FAB —= / FBA en dus AF —= BF, 
tevens FD == FE, zoodat ook / DEF == 


L RDF —/ DAB = ; £ BAC, dus ED = AB 


— BD en ED // AB. Vierh. ABDE is dus 
een gelijkbeenig trapezium, waarom bijgevolg een cirkel kan 
worden beschreven. 
Stelt men nu AE —= ED —= DB — z, dan is, volgens het 
theorema van Ptolemaeus: 
a? Jar =b? ofz? Jar —b? =0, 
dus =— za sE (Ger +), 
waarin w een positieven en een negatieven wortel heeft, 
Behalve dat in A ABC altijd AD? { 2 AB? of b (ar 2 


(L ABO <90°) en dat AD > ACtofb> za, is ook DB { AD 


(£ BAD {Z/ ABD). De mogelijkheid van ’t vraagstuk hangt 
derhalve af van de voorwaarde 


Ô (bof — Zar Ge Hò2) Cb. 





1 
— za tv Gar Hb), gev (Gat +02) 


Ger U) ge tb, gebr Ger HD) 
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(Gar) VE art +ab), vG eta) € Ga) 


part ger 0 Hat, ar db abs ger) 
0 < ab ab < 0. 

De positieve wortel van z voldoet dus, als de gegevens beide 
positief of beide negatief zijn ; de negatieve wortel van x vol- 
doet, als de gegevens in tegengestelden toestand verkeeren. 

Aannemende, dat de gegevens beide positief zijn, heeft men 


nu de volgende 
Constructie. 


d 
Neem de lijn MN =rv” Ge J- b?) en zet daarop MP —= 


1 
Eh af, dan is PN= zat Ger +52) 


2 

Construeer de driehoeken ABE en BAD, waarin: AB = a, 
BE =AD=hen AE=BD=PN. Trek eindelijk AE en BD, 
dan is A ABC de gevraagde. Privax. 

Opmerking. (Zie: De Vriend der Wiskunde, N, no. 492). 
In A ABD is / ABD =2/ BAD, dus AD? — BD? + AB. 
BD, of 5? = BD? +a.BD, waaruit BD is op te lossen. De 
constructie is dan verder gemakkelijk. 


606. Is S het zwaartepunt van A ABC en zijn r,, 7" en 7, 
de stralen der cirkels in de AA ASB, ASC en BSC 
beschreven, dan heeft men 

ideen 
1 2 3 

waarin 7 de straal is van den cirkel in A ABC en 7! 
die van den cirkel in den A beschreven, die, de lijnen 
(uit de hoekpunten) naar het midden der zijden van A 
ABO getrokken, tot zijden heeft. Bewijs dit. 

(K. IL. 1877.) W. MerseR. 
(J. VersLuys, Meth. opl. Mtk. vrgst. Gem. vrgst. no. 156.) 


Oplossing. 
Noemen we de zijden van A ABC a, b en c‚ de medianen 
m ‚men men verder a + b + e= 2sen opp. A ABC = 0. 


C 
Zooals bekend is, is opp. A ASB == opp. A ASC == opp. 
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1 
EEBNU — 5 opp. A ABO =S 50. We vinden dus: 


2 
Ei. z Ctzm EE 
Ree 1 of 20 ) 
30 
1 À 2 2 
ï _a{ Krt nan ee 
PN 8 En 20 1 
3 
tach 3 3 2 2 
15 Sn ate det, ORE el 
IPAEE L0 hr 20 
3(atbte) 4m Hm +m) 
zoodat ERM Deden Ma 
B tn et 20 
3s +2 (m Hm, tm) 


ar o 
Nu is, volgens een bekende eigenschap, het opp. van den A, 
E Se 3 3 
die mom, en m, tot zijden heeft, = 7 OPP ARABE i0, 
en dus 


1 
{ BOE ee a ne) 


om 


gekr 9 jé 30 ) 
zo 
Din 8 Wn In ef ar ’) 
derhalve en 
ri 0 


EE 3s H 2m Hm Hm) 
We hebben dus a Jan RE 
1 


Pts 0 
3s Etant ED 
BORE Onl di kk 
W. Meier. 


607, Als men (a 25)" (c + d)”" ontwikkelt, is de som der 
coëfficienten 2592, Ontwikkelt men (a + 5)" (ce + 2d)" 
dan is die som 3888. Bereken hieruit m en „. M, Simons. 
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Oplossing. 
De som der coëfficienten van 
adb =l+1 oe 
(ad-b)=lH2H1 = 22 


(ad-b3=ld33H1 Ein 
(ad-b=ld4d6t4tI1=24 
waaruit blijkt, dat die van (a + b) =z2 is. 
De som der coëfficienten van 


ad =1l+2 mn ij 

(a HW =ld4d4 = 3? 

(a 4253 =1J-6H128=3? dus van 
(a 2) =3. 


Men heeft dus: 
som coëfficienten (a + 25) (e + d) =8 2" —= 2592 
f k (a + B) (c+2d) =2".3 —= 3888 
of BORNE 22 
Uit elk dezer vergelijkingen volgt: m=5, n —=4. 
M, Simons. 
PRIJSOPGAVEN, 
608. Twee cirkels MC (AC) en NC (BC) raken elkaar in C, 
Uit een punt D buiten deze cirkels ziet men de stralen 
MC (AC) en NC (BC) onder gelijke hoeken. Trekt men 
nu uit D de raaklijnen DE en DF aan de beide cirkels, 
dan is DE,DF = DC? L. J. Murrer. 
(C. KrarpeEr, Kz., Lrb. d. Mtk. I, S 262 no. 463.) 
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Onderstelling. Cirkels A en B raken elkander uitwendig ; 
ZL ADC =/ BDC; DE raakt cirkel A, DF raakt cirkel B. 
Gesteld. DE X DF — DC?, 


Herste oplossing. 


Verleng DO, tot zij cirkel A snijdt in H, zoo is 
DE? = DC XxX DH en DF? — DG x DC, dus 
DER DOEK DOS DH. Mk (1) 
Trek BG en AH, zoo is A BGD ACD, want / BDG == 
ZL ADG en / BGD —= / ACD, als supplementen der hoeken 
BGC en BCG, die gelijk zijn. (BC = BG). Hieruit volgt, 
als men de stralen van de cirkels A en B, R, en R, stelt, 
AAE OR ek te en de (2) 
Evenzoo is A AHDm A BCD, want / ADH = 4. BDC, 
en Z AHD=—=/ ACH =/ BCD, derhalve 
AEEA Ea ee ee (3) 
Uit (2) en (3) volgt | 
DG: DC —=DC: DH of 
Dose DG2, 
Dit in verg. (1) ingevoegd geeft 
DEECDEEESD0S of 
DEOSEE DO 


Tweede oplossing. 
Uit A ACD A BGD (zie 1ste oplossing) volgt 
AEGAD Ee LNG D Ene (1) 
Daar / ADC = / BDC, is AD: BD = AC: BO, of AD: BD= 
AE : BF en omdat bovendien / AED =/ BFD = 90' is, 
is A AED BDF en - | 
(EBAD ss AEB Dermte ER eres (2) 
(l)ren. (2) optellende is / CAE —=/ FBG. ....::... (3) 
Bovendien is Z EDA —=/ BDF, dus / EDC —=/ FDC... (4) 
Trekt men CE en CF zoo hebben de AA CDE en CDF. 


L BDO = / FDO (verg. 4), / CED — 3 / CAB en / FOD — 
1 | 
5 L FBG, dus volgens verg. (3) ook / CED — / FCD; die 


driehoeken zijn dus gelijkvormig, of 
DE; DC = DC: DF en DE x DF = DC?2, 
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Derde oplossing. 


Uit / ADC == / BDC volgt: 
lo. DC? —=AD.BD—AC.BO en 20. AD XR, =BDXR,. 

Nu is 

DE? = AD? — AE? = AD? —R‚? en 
DF? = BD? — BF? —= BD? — R,* dus 
DE? x DF?=AD? X BD?—BD? XR,?—AD? Xx R‚?+R‚?R‚?. 

Uit lo. volgt: 

DC4 = AD? XBD? +R‚?R‚?—2R;R, AD.BD of 
DE? xDF?—DC*—=2R, R‚,. AD.BD-—BD?.R‚?— AD?.R,? 
dus DE? XDF? — DO4 —=— (AD XR, — BD X R)? 

Het tweede lid is volgens 2o. nul, derhalve 

DE x DF = DO? 

Aanteekening. De eerste en tweede oplossing van dit vraag- 
stuk zijn ontleend aan mijne bijdrage „Twee oplossingen van 
een meetkundig vraagstuk,” (zie dl. V van dit Tijdschrift, 
blz. 218—218.) Zij zijn daar uitvoerig besproken, hier vindt 
de lezer alleen de uitkomsten. De derde oplossing gaat uit 
van de gelijkheid der hoeken ADC en BDC en van de eigen- 
schappen, die daaruit voortvloeien. B. W. Monpr. 


609. Drie werklieden zijn met een werk bezig, dat A alleen in 
24 dagen, doch, met B werkende, in 135 dag kan af- 
maken. A werkt met C gedurende 3 dagen, daarna werkt 
B met C gedurende 6 dagen en voltooit C de rest in 1ö5n 


dag. In hoeveel tijd had C alleen het werk kunnen 
verrichten. P. H. W. Suurrers. 
(Kon. Mil. Acad. Rek. 1890.) 


Oplossing. 


In 135 dag doet A 5, zoodat B in 133 dag 5 van het 


werk doet. B kan het werk dus afmaken in 9 x 135 dag: 3= 
30 dagen. A werkt met C gedurende 3 dagen. In dien tijd 
doet A E van het werk. Daarna werkt B met C gedurende 
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6 dagen; in dien tijd doet B 5 van het werk. C voltooit de 


5 
d 3 ô ARR Ae 18 
rest in 15 dag. A en B hebben verricht Oa 
8 
zoodat C heeft voltooid sh in 3 d. +6 d. 15 Sd er 
1 ERD 
dag. TA het werk doet hij dus in 24 dari 0 


dag, zoodat hij het geheele werk zou KN verrichten in 


40 Xx En dag — 36 dagen. P. H. W. Suurrers. 


610. Bewijs, dat 8(2n? —1)(3n? —1) bij deeling door 15 
tot rest geeft 1, als „» onderling ondeelbaar is met 15. 
(N. L. W.A. Graveraar, Lrb.d. Rek. I, S 289, no. 102.) 


Oplossing. 


Om het gestelde te bewijzen, is het voldoende aan te toonen, 
dat 8 (2n? — 1) (3n2 — 1) — 1 deelbaar is door 15. Nu is: 
8 (2n? —1)(3n? —1) — 1 == 48nt — 40n? + 7 

== (40nf — 40n°) + (Bn —8) + 15 
== 40n? (n? —1) + 8 (nf —1) +15 

Er is gegeven, dat » onderling ondeelbaar is met 15, dus 
ook met 3 en met 5. Volgens de stelling van Fermar (S 155) 
is n? — 1 dus deelbaar door 3 en nf — 1 door 5. 

De termen 40n? (n? — 1); 8 (nf — 1) = 8 (n? — 1) (n° +1) 
en 15 zijn dus ieder afzonderlijk deelbaar door 3 en door 5, 
dus volgens $ 120 ook door 15. 

Hun som 8(2n? —1)(3n? —1)—1 is dus ook deelbaar 
door 15. N. L. W. A. GRAVELAAR. 


611. Als men de cijfers van een willekeurig ondeelbaar getal 
in een andere volgorde neemt, dan krijgt men een ge- 
tal, dat onderling ondeelbaar is met dat ondeelbare ge- 
tal. Bewijs dit, | 
(N. L. W.A. GraveraaAr, Lrb, d. Rek. I, $ 289, no. 125.) 


Oplossing. 
Zij p een ondeelbaar getal van minstens twee cijfers en p' 
een getal, dat door verschikking van de cijfers uit p is afgeleid. 
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Volgens $ 142 zijn er dan twee gevallen mogelijk : 

19, p' is een veelvoud van p; 

20, p/ is onderling ondeelbaar met p. 

Was p= mp, waarin m>1 mag worden verondersteld, 
dan was p—p=(m—l1)p. 

Omdat het verschil van twee getallen, die met dezelfde 
cijfers worden geschreven, deelbaar is door 9, zoo kan (m — 1) p 
deelbaar zijn door 9. Maar volgens S 142 is de factor p onder- 
ling ondeelbaar met 9; volgens $ 118 zou dus de factor m — 1 
door 9 deelbaar moeten wezen en dus minstens — 10 
moeten zijn. Dit is evenwel onmogelijk; want dan zou p' uit 
meer cijfers bestaan dan p. | 

Een veelvoud van p kan p' dus niet wezen; er blijft dus 
niets anders over, dan dat p' onderling ondeelbaar is met p. 

N. L. W. A. GRAVELAAR. 


612, Een getal en zijn 2e-macht eindigen op dezelfde vier 
cijfers. Welke kunnen die cijfers zijn ? 
(N. L. W. A. Graveraar, Lrb.d. Rek. I, $ 289, no. 128.) 


Oplossing. 


Als z en z? op dezelfde vier cijfers eindigen, dan is #° — z 
deelbaar door 10000, en omgekeerd. 

Zal 2? —e=a(e—l) door 10000 deelbaar zijn, dan is 
het noodig en voldoende, dat z en z— 1 resp. deelbaar zijn 
door twee getallen, waarvan het product = 10000 is. 

Die twee getallen moeten onderling ondeelbaar wezen; want 
een v —1 zijn onderling ondeelbaar. 

Nu kan men 10000 = 2%.5% op twee manieren in twee on- 
derling ondeelbare factoren ontbinden: in 1.10000 en in 
16 . 625. 

Er zijn daarom vier gevallen mogelijk : 

1) « is deelbaar door 10000 en # — 1 door 1; 

APE 5 bard „ĳ—l „ 10000; 

OI Mn n 020 En 0 

AI en je ef ek „r—l „ 625. 

Eerste geval. «@ =— een 10000-voud: de vier cijfers aan de 
rechterhand zijn 0000. 


Gin 


Tweede geval. x« — 1 = een 10000-voud, dus z == een 10000- 
voud + 1 : de vier cijfers aan de rechterhand zijn 0001. 

Derde geval. « = een 625-voud en r — 1 == een 16-voud » 
dus # = een 16-voud + 1. 

Om aan deze voorwaarden te voldoen, is het noodig en vol- 
doende, dat de vier cijfers aan de rechterhand een 625-voud 
vormen, dat door 16 gedeeld 1 tot rest geeft. 

Het getal, door de vier cijfers aan de rechterhand gevormd, 
is dus — 625.4, waarin a << 16 moet wezen, Omdat 625 door 
16 gedeeld 1 tot rest geeft, zullen 625.4 en a bij deeling door 
16 dezelfde rest overlaten. En daar a << 16 moet wezen, kan 


a alleen — 1 zijn, zoodat de vier cijfers aan de rechterhand 
zijn 0625, 
Vierde geval. «& == een 16-voud en # — 1 = een 625-voud, 


dus # — een 625-voud + 1. 

Aan dezelfde voorwaarden moeten de vier cijfers aan de 
rechterhand voldoen; zij moeten dus een getal vormen, dat 
— 625.a + 1 en door 16 deelbaar is. (N.B. a moet weer 
< 16 zijn!) 

Nu is 625a J- 1 = een 16-voud + (a + 1), terwijl a + 1 alleen 
dan door 16 deelbaar is, als a = 15 wordt genomen. 

Om die reden zijn de vier cijfers aan de rechterhaud 9376 
— 625.15 J- 1. 

Samenvattende blijkt, dat het getal alleen kan eindigen op 
0000, 0001 , 0625 en 9376. N. L. W. A. GRAVELAAR, 


613. Een gebeurtenis heeft om de „ dagen plaats. Aan welke 
voorwaarden moet #” voldoen, opdat die gebeurtenis 
den 1len keer (niet eerder) op denzelfden datum zal 
vallen als den len keer (de maand op 50 dagen gerekend) ? 
(N. L. W.A, Graveraar, Lrb.d. Rek. I, $ 289, no. 149.) 

Oplossing. 

Na 10n dagen heeft de gebeurtenis voor den 1 len keer plaats. 
Zal dit de eerste maal wezen, dat zij op denzelfden datum 
valt als den len keer, dan is het noodig en voldoende, dat 
10n wel, maar », 2n, 3n, 4n,.... 8n en In niet deelbaar 
zijn door 30. 

Zal vooreerst 10n deelbaar zijn door 30, dan is het noodig 
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en voldoende, dat „» een drievoud zij : n = 8m. Verder mogen 
n= 3m, 2n —= 6m, 3n —= Im, An = 12m,....8n —= 24men In = 
21m niet door 30 deelbaar wezen, of m, 2m, Sm, 4m,..….. 
8m en 9m niet door 10, Dit nu is volgens S 118 het geval, 
als m onderling ondeelbaar is met 10, daar de coëfficienten 
1, 2, 8, 4,.... 8 en 9 van m kleiner dan 10 zijn. Is 
daarentegen mm onderling deelbaar met 10, dan zal 2m of 5m 
door 10 deelbaar wezen. De gevraagde voorwaarde is dus: 
n= 3m; m onderling ondeelbaar met 10. 
N. L. W. A, GRAVELAAR, 


614. Als p een ondeelbaar getal is, dan zijn er 5 pr 1) 


onverkleinbare echte breuken, waarin de som van teller 
en noemer = p" is. Bewijs dit. 


(N. L. W. A. GraverAar, Leb. d, Rek. I, S 289, no, 160.) 
Oplossing. 


Zijn twee getallen onderling ondeelbaar, dan zijn ze ieder 
afzonderlijk onderling ondeelbaar met hun som. Hieruit volgt, 
dat aan ieder der breuken teller en noemer onderling ondeel- 


baar zijn met Pp. 
De tellers en de noemers der breuken moeten dus gezocht 


worden onder de getallen van 1 tot p, die onderling ondeel- 


baar zijn met p, m.a.w. onder de getallen van 1 tot Pp, die 
den ondeelbaren factor p niet bevatten, 

De factor p wordt gevonden in: 

Nl 
p,2p,3P,4p,eep PD; 
maar in geen van de andere getallen van 1 tot Pp. Er zijn 
dus io getallen van 1 tot Pp onderling deelbaar met p, dus 
n N= 
Pan 
Na 1 er 
Deze p “(p—1) getallen kunnen zoodanig in 5 p e (Pp — 1) 


EE 7 (p — 1) onderling ondeelbaar met p.. 


paren vereenigd worden, dat de twee getallen van elk paar p 
tot som geven; want als a onderling ondeelbaar is met P 
dan is ook p — a onderling ondeelbaar met p, 


inn 
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Neemt men nu van ieder dier paren het kleinste getal tot 
teller en het grootste tot noemer van een breuk, dan krijgt 
men juist de gezochte breuken, waarvan het aantal dus ook 


1 n—=l 
sep wp —1) bedraagt. N, L. W. A. GRAVELAAR. 


615. Van een meetkundige reeks is de eerste term de log. 
van 2 in ’t grondtal 8 en de derde term de log van 4 


in t grondtal 25. Bepaal de log. van den elfden term 


in t grondtal 27. (Lit. Math. ex. 1890.) L. 
Oplossing. 
Zij a, ar, ar? .... arl? de reeks, dan is 
22 Ven 
Boe 2 En 22 log 4 — ar? ie — 1,41339 
8 — 2 : =r =1,41389 
n Zg vi 
«log 8 — log 2 (25) ne r2 = 4,24017 
#3 log 2 —= log 2 8 2 log r = 0,6273832 
ER 0E OE ip log ri 0,3136016 
8 ar? = y —=1,41339 10logr — 3,1369160 
07 10 log a == 9,5228744—10 
logar  =2 EMEA MIE NRE 
27 arl? log ar © — 2,6597904 


zlog 27 = log ari? 
1,431638. z — 2,6597504 
z== 1,85816 


. Andere lezing. 


te 


à 2 : 8 
Leest men 2° in plaats van 23 ‚ dan vindtmen log2—=a—= 


GoT 


2 2 2 
als eerste term. 2° log 4 =ar?®, of (2° je 4 Off log 2 SS 


1 
log 4==2 log 2 of zy log2=2log2, dus y=3=ar: = 37° 
duss: == 9, 


Heras t0 Sn 910 3947 eN 


1 
3 
àtlog ar 10 5 27log 273 = 3. 

G, Worpa, 
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616. De waarden van x en y te bepalen uit: 


D= 156 d et rtt| 
rt me en «#2 + y — 1685. 
(Eind-ex, H. A s, 1890.) 


Oplossing. 





Verg. (1) met (e + 4) vermenigvuldigende, vindt men onmid- 
dellijk (w° — y?), 

Te VLG 

k EN en 

ay (a? —y*) == 156 ir 


waaruit men Vz? — 4? = — ee Vui = +12 en —13 





1 
dus 2? — y? —= 144 en 169, maar 2? +y? = 168, dus 


Zoi 3120 KONA ED 1D 
t?* — 156,25 Uni 00 LD 


»=+125 et Blo 
1 re — 
ERE Gre Ee mbs 
en y= 3 5 WS E 5 —l 
Bij substitutie voldoen alleen w — +125, y = 3,5 en 
v=t125, y =—3,5. B. 


617. Het 2 deel van eene partij koren wordt verkocht voor 


f18 en de rest voor f 11,80 den HL. Zoo de winsten op 
beide verkoopen zich verhouden als 20 tot 3 en de ge- 
heele winst f 345 bedraagt, uit hoeveel HL. bestond 
dan de partij, en hoe groot was de inkoop ? 

(Toel-ex. Artillerieeursus en Militaire School Delft 1890.) 


Oplossing. 


De partijen verhouden zich als 5:3 en de winsten, op beide 
partijen behaald, als 20:3. De winsten per HL. staan dus 
tot elkaar als 4: 1. Het verschil in verkoop, groot f 13 — 
{11,80 =f 1,20 is het verschil in winst, want de inkoopsprijs 


is gelijk. Op een HL, der eerste partij wordt dus ( 5 DC 120) ed 
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f 1,60 en op een HL. der tweede partij f 0,40 gewonnen. De 


partij bestond dan uit ( 345: Dn ) == 300 


HL., ingekocht tegen f11,40 den HL. 


618. Hoeveel getallen kleiner dan 300 zijn relatiet priem met 
300? Bepaal de som van die getallen. 
(J. VersLuys, Deelb, & Rep. br., no. 2 en 3.) 


Oplossing. 


In $ 17 van J. VersLuys, Deelb, & Rep. br. wordt aange- 
toond, dat er, omdat 300 —=22.38.5?, 


300 G Re —&) =80 


getallen kleiner en relatief priem met 300 zijn. 
In $ 25 wordt aangetoond, dat de som dier getallen 


)(—)e-) 
53002 (1 — 5) (1 — 3) (1 — & ) = 12000 bedraagt. 


619. Van een getal, kleiner dan 400, weet men, dat, als 
men zijne eenheden 2 aan 2, 3 aan 3, 4 aan 4, 5 aan 
5 of 6 aan 6 telt, er altijd een overblijft, en dat, als 
men ze 7 aan 7 telt, er geen overblijft. Welk is dat 
getal ? 
Oplossing. 

Zij z het gevraagde getal. Volgens de opgave zal (e — 1) 
deelbaar zijn door de factoren 2, 3,4, 5,6 of door het 
K. G. V. 60 dezer factoren. Omdat (z — 1) een veelvoud van 
10 is, zal z op 1 uitgaan. 

Maa al de veelvouden van 7, welke op 1 uitgaan en En 
zijn dan 400, 

ei 3.7, 13.7 , 23.7, 33.7, 43.7 , 53.7 
Ohe lmeks 1690 2at diest: 

Onder deze 6 veelvouden vervallen al degene, waarvan het 
aantal tientallen geen veelvoud van 6 is, Er blijft dan het 
getal 301 over, dat aan de vraag beantwoordt. 


620. Toon aan dat het getal 
210 X35X5X7 X13X19 Xx 23 X 89 
…__het vijfde deel is van de som zijner deelers. 
De Vriend der Wiskunde, VL 6 
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Oplossing. 
De som der deelers van een getal is volgens eene bekende 
formule (Zie o.a. J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. $ 16) 
Pa(oiiel) (391) (bel) (TE SI) (1321) (LORD (ASL 
BNN GEDE DEE SD LDS SEN 
Te 
EEn (BP (GHI (A21) (18HI) (191) (231) (891) 
=— 2047. 26. 28. 6. 342. 14. 20. Ea 90 
Ale DA BAI IN 
Men ziet dat S het vijfvoud van het gegeven getal is. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


133. De afmetingen van een parallelepipedum verhouden zich 
als 8 : 7 : 5. Als die afmetingen evenredig toenemen , 
wordt het licbaam met 6,645373 maal den oorspronke- 
lijken inhoud vermeerderd. De toeneming der langste 
zijde bedraagt 15,52 dM. Wat waren de oorspronkelijke 
afmetingen ? (De bewerking in haar geheel laten staan.) 
(Hoofdakte ex. , 's-Gravenhage, 1890.) 


Oplossing. 

Als de afmetingen evenredig toenemen en het lichaam met 
6,6453783 maal den oorspronkelijken inhoud wordt vermeerderd, 
wordt elke afmeting 1” 7,645373 — 1,97 maal zoo groot. De 
toeneming van de langste zijde bedraagt 15,52 dM. Die zijde 
100 x 15,52 dM. 

97 





was dus 
14 en 10 dM. 


—= 16 dM, De andere zijden zijn dan 


134. Een grondeigenaar kocht voor de som van 33000 gld. 195 


HA. land, waarvan d bouwland en de rest weiland, 


en betaalde per HA. E maal zooveel voor weiland als 


voor bouwland. Later kocht hij onder dezelfde voor- 
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waarden 10,5 HA. bouw- en weiland voor f 18750. Welk 
gedeelte van den laatsten koop was bouwland. 
(Hoofdakte ex. , Breda en Arnhem, 1890.) 


Oplossing. 
Hij kocht a „19,5 HA. = 12 HA. bouw- en 7,5 HA. weiland, 


7,5 HA. weiland is even duur als E 1 HA. = 10 HA, bouw- 
land, zoodat 1 HA. bouwland f 33000: 22 =f1500en1 HA. 
weiland f 2000 kost. 

Had hij later alleen 10,5 HA. bouwland gekocht, dan zou 
hij f 21000 betaald hebben, dat is f 2250 meer dan f 18750. 
Dit komt omdat 1 HA. bouwland f500 duurder is dan 1 HA, 


weiland. Hij kocht dus (f 2250 : f500). 1 HA = 4 HA. 


bouwland, d.i. het > gedeelte van den laatsten koop. 


135. A. handelde met drie kapitalen. Met het eerste won hij 
8 °/,, met het tweede verloor hij 5 °/, en met het derde 


1 
won hij 125 Ol, > terwijl zijne gemiddelde winst 57 OR 


bedroeg. Als de twee eerste kapitalen tot elkander ston- 
den als 5 : 7, en hunne som f 2400 meer bedroeg dan 
het derde, vraagt men de grootte van ieder kapitaal ? 
(Hoofdakte ex, Breda en Arnhem, 1890.) 


6 | Oplossing. 


De eerste twee kapitalen verhouden zich als 5 : 7. Op het 
5BX8—7X5 


eerste en tweede kap. samen wordt gemiddeld 57 


1 
ee De gewonnen. Op het derde kap. wint hij 125 o/, en 


1 
op de drie kapitalen samen gemiddeld vn det 
Daar de som der eerste twee kapit. zich verhoudt tot het 
1 1 1 5 ) 0 
derde als (125 — 55) : (57 RT == 3:2 en de eerste 
twee kap. samen f 2400 grooter zijn dan het derde kap., is 
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het derde kap. 2 Xf2400 =f4800 en zijn de Ae twee 
samen 9 Xf 2400 == f 7200. Het eerste kap. is aus Te ‚f 7200 
== f 3000 en het tweede f 4200. 


136. Een koopman kocht voor f 900 graan. Bij den verkoop 
gaf hij voor 21 gulden 0,3 HL. minder, dan hij er bij 
den inkoop voor ontving. Zoo doende B zijne winst 
120/,. Hoe groot was de partij ? 

(Hoofdacte ex. Breda en Arnhem, 1890). 
Oplossing. 
Omdat de winst 12 °/, bedraagt, geeft hij voor f 112 even- 

veel graan als hij voor f 100 inkocht. Hij geeft voor f 112 





‚dus De x 0,3 HL. = 1,6 HL, minder dan hij er voor inkocht , 
zoodat 1,6 HL, bij inkoop f 12 kost. De partij was dus 
de Xx 1,6 HL, = 120 HL. groot. 


en Ene 
Voor f 21 kocht hij — Jo = oo Ser partij. Hij wint 12 0/, 


zoodat de hae 1,12 Xx REDE — f 1008 bedraagt. Voor f 21 


der partij; d.i. deel der partij of 


Ì 
ne 48 400 
0,3 HL, minder. De Pena was dus 400 x 0,3 HL, = 120 HL. 
groot. 


geeft hij dus —_— 


Derde oplossing. 
De verkoop is f1008—=48xf21. Hij heeft dus 48 x 0,3 
HL. —= 14,4 HL. minder gegeven dan hij ontving. D. i. 12 0/,. 
De partij is dus (14,4: 12). 100 HL. = 120 HL. groot, 


137. A. en B. kunnen samen een werk afmaken in 6, dag ; 


A. en C. kunnen het afmaken in sd ‚dag. Hoeveel komt 


aan ieder van het werkloon toe, Ke f 28,20 be- 
draagt, als zij met hun drieën gezamenlijk het Ben ver- 
richten , wetende, dat de werkkrachten van B, en C, tot 
GIEAhbiee staan RIE 3: DP 

(Hoofdakte ex, Breda en Arnhem, 1890.) 
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Oplossing. 


7 
Á en B maken samen 6 en A en C samen st van het werk 


7 3 2 
per dag, zoodat B per dag ET DT 1 minder afmaakt dan 
C. Omdat de verka en van B en C tot elkander staan 
3 5 Zed 3 

als 3:5, doet B X 7; SEO X 55 en Â 5 = 
1 
zò Per dag. Daar A, B en C samen werken verhouden zich 
hunne loonen alsk : 5, D= el oe 20m Dus EN A 
De 

7x f2820=fg, B Xx f 28,20 = 7,20 en C 3 ‚ Xf28,20 


Ee Bd 12. 

138. lemand koopt twee stukken linnen, wier lengten zich 
verhouden als 5 : 12; het eerste tegen 85 cents, het 
tweede tegen 90 cents den M. Hij verkoopt beide stukken 
tegen f 1,05 den M., en wint op het tweede stuk f 9,60 
meer dan op het eerste. Bereken op twee wijzen, als 
gij kunt, de lengte van ieder stuk. 

(Hoofdakte ex. Breda en Arnhem, 1890.) 
Oplossing. 

Als ’t eene stuk 5 M, lang is, moet de lengte van ’t an- 
dere. 12 M. bedragen. Op het eerste stuk zou hij dan 
5 (f 1,05 — f 0,85) =f 1, op het tweede stuk 12 (f 1,05 — 
f 0,90) = f 1,80 winnen. Het verschil in winst zou dan f 0,80 
zijn. Het is echter f 9,60, dus 12 maal. zoo groot. De leng- 
ten der stukken zijn dan ook niet 5 M. en 12 M. maar 60 M, 
en 144 M. 

Tweede oplossing. 

Op een M. van ’t eerste stuk wordt f 0,20 gewonnen. Zoo 
dat stuk dus (960 : 20). 1 M, == 48 M. langer was, zouden de 
winsten op beide stukken even groot zijn, en de lengten der 
stukken omgekeerd evenredig zijn met de winsten per M. De 
lengten zouden zich dan verhouden als 9:12. Nu verhouden 


zij zich als 5:12, Het eene stuk is dus ee Xx 48 M, —= 60 M. en 
t andere 144 M, lang. | 


En 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Juli 1891 franco 


641. 


642. 


643. 


644, 


645. 


646. 


bij den Redacteur A.J. vAN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Prijsopgaven. 


Als men de getallen in hun natuurlijke volgorde in groe- . 
pen verdeelt, die resp. uit 1, 8,5, 7, 9, ... termen 
bestaan, dan is de som der termen van een zelfde groep 
gelijk aan de som van twee op elkaar volgende 3e 
machten. Bewijs dit. 

(N. L. W. A. Gravenaar, Lrb. d. Rek. IT, $ 139, no. 17.) 
Bewijs: 

TS ee 532, als lim. =1l is. 

(N. L. W. A. GraverAaAr, Lrb. d. Rek. IT, $85, no. 11.) 


Bewijs, dat [”“Z-ab ligt tusschen de getallen Pa en Pb. 


(N.-L. W.A. GrAvELAAR, Lrb.d. Rek. I, $ 289, no. 120.) 
Uit de hoekpunten van een vierkant als middelpunten 
met de zijde als straal beschrijft men binnen het vier- 
kant cirkelbogen van hoekpunt tot hoekpunt. Druk de 
oppervlakte van den kromlijnigen vierhoek, die ontstaat, 
in de zijde a van het vierkant uit. 

(N. L. W. A. GraveLAAR, Vrgst. Oef. Mtk, rek. L no. 350.) 
Een vader belooft zijn zoon hem bij het begin van elk 
jaar fa (f 100) te zullen geven zonder kapitaal of rente 
in te vorderen, mits de geheele schuld hem na het over- 
lijden van den vader bij zijn erfdeel worde in rekening 
gebracht. Indien nu jaarlijks 4 °/, samengestelden intrest 
gerekend wordt en de zoon bij den dood des vaders in 
geheel fA (f 1100,605) schuldig is, vraagt men, hoe- 
veel jaren na die overeenkomst de vader overleden is. 
(Eindex. H. B. Scholen, 1873.) 

Iemand bezit f 50000. Na twee jaren erft hij nog 
f 20000. Na hoeveel jaren kan hij f 90000 rijk zijn, 
als hij jaarlijks f 2500 gebruikt voor zijn onderhoud ? 
Rentevoet 4°/…. (Eindex. H. B. Scholen, 1883.) 


lim. 


647. 


648. 


649. 


650. 


651. 


652, 
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Van een getal weet men, dat de som van het cijfer der 
eenheden en tienmaal de som van de andere. cijfers deel- 
baar is door 15. Bewijs dat het geheele getal door 15 
deelbaar is. 

(W. H. Wisserink, Vr. Oef. Theor. Rek. I, $ 22, no. 3.) 
(Kon. Mil. Acad. 1881.) H. SrersMa, 
Op te lossen 


vry? dry 2=0 en etyty=ie 
(P. J. Bes, Lrb. d. Alg. III, bla. 99, no. 61.) 
Ontbind in factoren van den len graad 

vi + 672 + 25. 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, blz. 87, no. 98.) 
Als men van eene opklimmende meetkundige reeks van 
18 termen, de termen optelt bij den eersten te beginnen, 
en daarbij telkens één overslaat, dan wordt de som 105; 


terwijl 45 tot som wordt gevonden, als men , eveneens 


bij den eersten term beginnende, er telkens twee over- 
slaat. Bereken hieruit de reden der reeks en de som 
van alle termen. 

(Toelat.ex. Kon. Milit. Academie, 1885.) 

In een cirkel, welks straal == R is, is een vierhoek 
beschreven, waarvan twee overstaande zijden bogen van 
60° en 90° onderspannen; indien de verlengden dezer 
zijden elkander onder een hoek van 30° snijden, hoe 
lang zijn dan de zijden en de beide diagonalen van dien 
vierhoek ? J. C. Heer. 
In een willekeurigen driehoek wordt eene lijn getrokken 
evenwijdig aan de basis en op zoodanigen afstand, dat 
de afgesneden driehoek meetkundig middelevenredig is 
tusschen het overblijvende trapezium en den geheelen 
driehoek. Bereken de plaats, waar de lijn eene der op- 


staande zijden snijdt. J. C. Beer. 

„‚ Los # op uit de vergelijking 
z 2x 37 4z 197 er 105 
ED MEIR U DO md VUE ee Se ORE 
Na de algemeene oplossing neme men a — 0,11 en 
Di 001216, 


(J. VersLuys, Lrb. d. Rek. II, $ 239, no. 14) 
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654. Door hoeveel cijfers wordt 2345, geschreven in het tien- 


655. 


656. 


657. 


658. 


659. 


660. 


tallig stelsel, als een enkel getal voorgesteld in het acht- 
tallig stelsel ? 
(J. Versruys, Lrb. d. Rek. II, $ 239, no. 24.) 
Voor de 5 getallen a, #, U, n, s eener meetkundige reeks 
zijn drie voldoende om de andere twee te bepalen. Men 
vraagt nu formulen te vinden ter berekening van: 

IL. 4 en s, als a, 7, „n gegeven zijn. 


IEP sense wals’ on, 9 5 
AI a en!s,vals vj, d E » 
IV. asentralsin.s.r ie s 
Vinden smals RUS = » 
VImasen ss Talsel ess e » 
VII. „ en s, als a, r, 8 sà 

VIII. „ en l, als a, r, 8 5 » 
IX, r enn, als a, ls 


Xr asen naaals Mrs 
Als men door achtereenvolgende deelingen den G.G. D. 
van twee getallen wil bepalen, mag men de rest dan 
ook op het vorige deeltal (in plaats van op den vorigen 
deeler) deelen ? 1 
(W. H. Wisserink, Vr. Oef. Theor. Rek. 1, S8, no. 46.) 
Het product der Pi van den A, die H8 voetpunten 
der hoogtelijnen van A ABC tot Honen heeft , is 
gelijk aan dat van drie niet opeenvolgende van de 6 
stukken, waarin die voetpunten de zijden van A ABC 
verdeelen. Bewijs dat. 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. no 160.) (K. I. 1882.) 
Het oppervlak van een rechthoekigen A is == s(s — a) 
en ook == (s—b)(s — c), als a de schuine zijde is en 
b en c de beide rechthoekszijden zijn. 
Welke waarde heeft de uitdrukking 
1 
re 
ve d-3art-5) (De H3et-1) 


Los de vergelijking (2223) (322 H2e1) _— 2, op? 


voor #== 1? 





152. 


153. 


154. 


155. 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


In een willekeurigen vierhoek is het product der diago- 
nalen kleiner dan de som der producten der overstaande 
zijden. M. 
(C. Krarprr Kz., Lrb. d. Mik. I, S 283, no. 506.) 

De oplossing komt voor in De Vriend der Wiskunde, 
II (1887) no. XXVI. 
Iemand neemt bij eene crediet-vereeniging een sommetje 
geld op. Na een half jaar betaalt hij f 327,20 af, 
zijnde twee derde van de geleende som met de op dat 
twee derde deel verschenen rente. Twee maanden later 
betaalt hij al het nog verschuldigde met f 164,80 af. 
Hoe groot was de geleende som en welke rente werd 
hem berekend ? B. 
(Verg. Onderzoek, Hoofd v. Sch. te Amsterdam, 1891.) 
Een bak, lang 1,3 M., breed 1,2 M. en hoog 0,6 M., 
en geheel met water gevuld, wordt aan een korte zijde 
5 dM. hoog opgelicht, zoodanig dat de andere korte zijde 
op den grond blijft rusten. Hoeveel water vloeit er 
daardoor uit den bak ? B. 
(Verg. Onderz., Hoofd v. Sch. Amsterdam, 1891.) 
Een voorwerp, in de eene schaal van eene balans ge- 
legd, schijnt 5,76 KG. te wegen; doch legt men het in 
de andere schaal, dan schijnt het gewicht 3,24 KG. te 
zijn. De lengte van de geheele balans, tusschen de op- 
hangpunten der schalen is 875 mM. Hoe lang zijn de 
armen der balans? Hoe zwaar weegt het voorwerp? B. 
(Verg. Onderz., Hoofd v. Sch. Amsterdam, 1891.) 


3 
Eene vereenvoudigbare breuk heeft eene waarde van 5 


Door teller en noemer beide met 10 te vermeerderen, 


E 
wordt de waarde = Bereken de brcuk ? 


Gij acht dit vraagstuk miet te moeielijk voor uwe 
leerlingen ; toch blijkt, dat zij het niet kunnen oplossen, 
Geef thans enkele vraagstukjes, die zoodanig gekozen 
zijn, dat uwe leerlingen de oplossingen daarvan en hier- 


156. 


157. 


158. 


159. 


160. 


161. 


162. 


1653. 
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door ook de oplossing van het gegeven vraagstuk zonder 
hulp kunnen vinden. B. 


Als A= Vie is en B omgekeerd evenredig met C, op 


welke wijze hangt A dan af van C? D 


Voor welke geheele waarden van „ zal de vorm 36 x 48°"! 
eene volkomen derde macht zijn ? Ee 
Wat is de hoogste macht van 144 welke deelbaar is op 
600 x 603 x 606 x 609 x...... Xx 1197 x 1200 ? Ë 
Bepaal het aantal en de som der deelers van 600. 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. Br. no. 4 en 5.) Aa. 
Bepaal de hoogste macht van 3, die deelbaar is op het 
gedurig product van alle getallen van 1 tot 100. 
(J. VersLuys. Deelbh. & Rep. Br. no. 6.) Aa. 
Bewijs, dat een geheel getal hetzelfde cijfer der een- 
heden heeft als zijn vijfde macht. 
(J. VersLurs, Deelbh. & Rep. Br. no. 72.) À. 
Van eene evenredigheid is de 1ste term meetkundig mid- 
delevenredig, de 2e term rekenkundig middelevenredig 
en de 3e term harmonisch middelevenredig tusschen 
21,3 
5,23 + 0,09 
ven in het zestallig stelsel ? J. 
(J. VersLuys, Lrb. d. Rek. IL) (Hoofdakte 1882.) 
Men telt bij den teller eener breuk 3 en vermenigvuldigt 


en 9. Welk is de vierde term, geschreven 


1 
ze daarna met 6, het product is ln Xx de breuk, de 
som van teller en noemer der breuk staat tot hun pro- 
duct als 1: le welke is de breuk ? 


34 
(J. Versruys, Lrb. d. Rek, III.) (Hoofdakte 1882.) J. 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


(Oplossingen vóór 15 Juli 1891 inzenden.) 


35. Een lichaam, langs een hellend vlak dalende, zal in eenig 
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punt even groote snelheid hebben, alsof het vrij vallende 
evenveel gedaald ware. Bewijs dat. 
(W. H, WisseLink, Natk. Vrgst. I, no. 121.) 

36. Een lichaam van 5 KG. steunt op eene vlakte, die met 
eenparige versnelling van 2,45 M, verticaal naar beneden 
bewogen wordt. Wat zal de drukking van dat lichaam 
op die vlakte wezen? Hoe groot zou die drukking zijn, 
indien die vlakte verticaal naar boven werd bewogen ? 
(W. H. Wissrrink, Natk. Vrgst. I, no. 88.) 

37. Een glazen buis is juist gevuld met 124 cM° water van 
0°; verwarmt men haar tot 100°, dan vloeien er 6 cM3 
water uit de basis. Als de coëfficient van kub. uitz. 
van glas — 0,000026 is, hoeveel bedraagt dan de coëöffi- 
eient van kub. uitz. van water van 0° tot 100°? 

(W. H. Wisserink, Natk. Vrgst. II, no. 61.) 


GOEDE OPLOSSINGEN, 

der Opgaven 601—620, 138—138 zijn ingezonden door : 
B., 602—614, 616—620; 133 —138. 
IJ. de Boer, 609—611, 617, 619; 133—138. 
C. EB, Bueninck, 608—611, 613, 615, 617—619. 
P. D., 609, 610, 617, 619, 620; 133— 138. 
A. van den Dries, 608—615, 617—620; 133—138. 
W. Gabriëlse, 603, 605, 608, 609, 617—619; 133—138. 
EB. C. K., 602, 604, 605, 609—612, 614, 617—620, 133 —138. _ 
L., 615. 
M., 608—620, 133—138. 
W. Meijer, 606, 608—614, 616—620. 
_L. J. Muller, 608. 
J. Oosterhuis, 608—611, 614, 615, 617—620; 133—138. 
M. van Overeem, 602—620. 
Philax, 602, 605, 606. 
M. Simons, 601 —615, 617—620; 1338 —138. 
P. B. Sibbles, 605—608. 
J. A. van der Veer, 602—611, 613-—615, 617—620; 133—188. 
H. Verkaart, 601—614, 616—620. | 
Vd, Wal & Verborgh, 602—612, 614, 615, 617—620; 133 —138, 
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Een vraagstuk over de deelbaarheid der getallen , 
DOOR 
C. F. A. ZERNIKE. 


S 1. Vraagstuk IL. Welk is het kleinste getal , dat door 
8 gedeeld, 2, door 7 gedeeld, 1 en door 8 gedeeld , 2 tot 
rest geeft. 


OPLossinG. 3X7=21=3-voud == 7-voud = 8-voudJ-5 
SX8—=24—=3-voud == 7-voud-3 = 8-voud. 
TX8==56 == 3-voud-2=7-voud —= 8-voud. 


Wordt het eerste product 3 X 7 = 21 met eenig getal ver- 
menigvuldigd, dan blijft het een 3-voud en een T-voud, terwijl 
het getal, waarmee men vermenigvuldigt, zoodanig kan wor- 
den gekozen, dat de uitkomst een 8-voud + 2 worde. Daar 
men voor een 8-voud + 2 ook zeggen kan een 8-voud J- 10, 
moet een 8-voud +-ö met 2 vermenigvuldigd worden om een 
8-voud + 10 of een 8-voud +2 tot uitkomst te krijgen. 

Zoo zoekt men ook naar het getal, waarmee een 7-voud J 
8 moet vermenigvuldigd worden, om tot uitkomst een 7-voud 
+1 te krijgen. Voor een 7-voud +1 kan men ook schrijven 
een 7-voud + 8 of een 7-voud + 15, zoodat een T-voud +3 
met 9 moet vermenigvuldigd worden, om een 7-voud + LDI 
T-voud J-1 te verkrijgen. 

Het laatste product is een 3-voud +2. Het getal, dat ge- 
vraagd wordt, moet ook een 3-voud + 2 zijn, zoodat het 
laatste product niet behoeft vermenigvuldigd te worden. Wij 
hebben dus: 

2x21l= 42 =3-voud = {-voud =— 8-voud +2 
5 X 24—= 120 = 3-voud = l-voud J- 1 == 8-voud 
56 —= 3-voud + 2 — 7-voud — 8-voud 

Opgeteld: 218 = 3-voud + 2 — 7-voud + 1 —8-voud +2. 

Het getal 218 voldoet dus in zooverre aan de opgaaf, dat 
het door 3 gedeeld, 2, door 7 gedeeld, 1 en door 8 gedeeld, 
2 overlaat. Nu moet nog onderzocht worden, of het gevonden 
getal wel het kleinst mogelijke is. 

Als men van een getal, dat door 3 gedeeld , 2 overlaat een 
ander getal aftrekt, zóo dat de rest nog 2 zal overlaten bij 
deeling door 3, dan moet die aftrekker een 3-voud zijn gee 
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weest. Kan dus van 218 een getal worden afgetrokken , zóo 
dat het verschil bij deeling door 3, 7 en 8 nog de resten 2, 
1 en 2 overlaat, dan moet het getal, dat er afgetrokken wordt, 
ook een 3-voud, een 7-voud en een 8-voud zijn. Van 218 
moet dus het grootst mogelijk veelvoud van 3, 7 en 8 afge- 
trokken worden. Wij krijgen dus: 
218 —= 3-voud + 2 —= 7-voud + 1 = 8-voud + 2 
168 — 3-voud == 7-voud =— 8-voud 
50 == 3-voud +2 = 7-voud + 1 = 8-voud J- 2. 
Het gevraagde getal is dus 50. 





S 2. Vraagstuk IL. Welke zijn de 3 kleinste getallen, die 
door 16, 17 en 19 gedeeld, achtereenvolgens 8, 15 en 3 tot 
rest geven 2 

OrrLossinG. Zonder nadere toelichting schrijven wij nu de 
volgende oplossing op: 





16 Xx 17 = 272 = 16-voud = 17-voud — 19-voud +6. 
16 x 19 = 304 = 16-voud — 17-voud + 15 = 19-voud 
17 X 19 = 323 = 16-voud + 3 = 17-voud =— 19-voud 
10 X 272 —= 2720 =16-voud == 17-voud — 19-voud + 3. 
304 16-voud == 17-voud + 15 = 19-voud 
8 x 323 =2584=16-voud + 8=17-voud =— 19-voud 
5608 —= 16-voud + 8=17-voud + 15 — 19-voud +3. 
5168 —=16-voud —=1l7-voud — 19-voud 








440 = 16-voud + 8=17-voud + 15 — 19-voud + 3. 
Het gevraagde getal is 440, 


S 3. Indien niet alleen het kleinste, maar bijv. de eerste 
drie getallen waren gevraagd, dan zou men het getal, dat 
men gevonden had, het kleinste te zijn , moeten vermeerderen 
met 1 en 2 maal het kleinst gemeene veelvoud der opgegeven 
deelers. In VraaastruK Ì zijn de eerste 4 getallen, die aan 
de gestelde voorwaarden toedoen: 50, 218, 386 en 554; in 
Vraagstuk II zijn de eerste drie: 440, 5608 en 10776. Men 
merkt nu tevens op, dat die getallen telkens eene rekenkun- 
dige reeks vormen, waarvan het verschil het KGV. der ge- 
geven deelers is. 


S 4. Hier volgen een paar van deze vraagstukken, waar- 
van alleen de antwoorden gegeven worden : 
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Vraagstuk III, Welk is het kleinste getal, dat door 3, 
11 en 20 gedeeld , achtereenvolgens 2,8 en 138 tot rest geeft ? 
Anrwoorp: 173. 

Vraagstuk IV. Welke is de som der kleinste 6 getallen , 
welke door 2 gedeeld, 1, door 3 gedeeld, 2, door 5 gedeeld 
4 en door 7 gedeeld, 3 overlaten? AnrTwoorp: 3504. 

Vraagstuk V. Wat ús het eerste getal, dat door 3 gedeeld 
2, door 5 gedeeld 3, door 1 gedeeld, 1 en door 8 ae 4 
Dr NOe AE 428, 


S 5. Men zou bij deze opgaven ook kunnen vragen naar 
den algemeenen vorm, waarin de getallen kunnen worden ge- 
schreven, die aaan de gegeven voorwaarden voldoen. Zoo is 
in Vraagstuk I elk getal, dat aan de vraag voldoet gelijk 
aan 50 plus een veelvoud van 168, wat men kan voorstellen 
door 1681 J- 50, waarin x elk geheel getal kan zijn, benevens 
0. Zoo is de algemeene vorm van het gevraagde getal in 
Vraagstuk II: 5168r + 440 en in Vraagstuk IV : 210x + 59, 


S 6. Vraagstuk VI. Een getal laat door 7 gedeeld, 5 tot 
rest en door 8 gedeeld, 3. Wat zal de rest zijn, als het ge- 
tal door 56 gedeeld wordt # 

Orrossina. Ter beantwoording van die vraag zoeken wij 
naar den algemeenen vorm van alle B die 7-vouden +- 
5 en 8-vouden + 3 zijn. 


1 = 1-voud — 8-voud + 7 
_8=T-voud J 1 =8 voud 
5 X1=35=7-voud — 8-voud +J- 3 


5 X8=40 == 7-voud + 5 =8-voud 
15 = 7-voud +5 =8-voud + 3. 
56 —= 7-voud — 8-voud 
19 = 7-voud + 5 =8-voud + 3. 
De algemeene vorm van het gevraagde getal is 56rx —J- 19, 
zoodat die getallen bij deeling door 56 tot rest 19 laat. 
Vraagstuk VIT. Men getal, dat door 9 gedeeld kan worden, 
laat bij deeling door 18 tot rest 7. Wat zal de rest zijn bij 
deeling door 9 X 13? 
ANTWOORD: 72, | 


S 6, Reeds in de VraacstuKKeN IV en V hebben wij voor= 
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beelden gevonden, waarin 4 deelers worden gegeven. Voor het 
geval de lezer niet mocht hebben begrepen, welken weg in dat 
geval moest worden ingeslagen, sta hier vermeld, dat hij de 
4 gedurige producten van 3 der opgegeven deelers had moeten 
nemen en wel zoo, dat telkens éen der deelers aan het product 
ontbrak. Iets gemakkelijker wordt de oplossing, als een der 
deelers geheel op het gevraagde getal opgaat. Men behoeft 
dan namelijk niet dat product te nemen, waarin die deeler 
ontbreekt. Men zie | 

Vraagstuk VIII. Welk is het eerste getal, dat door 3 gee 
deeld kan worden, door 7 gedeeld, 4 tot rest laat en door 8 
gedeeld , 3 ? 


OrLossing. 3 X 7 —= 21 — 3-voud = 7-voud — 8-voud J-5 
3 Xx 8 = 24 =3-voud = 7-voud + 3 = 8-voud 
1X21=147 =3-voud = 7-voud — 8-voud +3 


6 Xx 24 = 144 = 3-voud = 7-voud J- 4 =8-voud 
291 =3-voud = 7-voud + 4 —=8-voud +3 
168 = 3-voud —= 7-voud —8-voud 
123 = 3-voud = 7-voud + 4 =8-voud + 3 
Het gevraagde getal is 123. 
Vraagstuk IX. Zoek 3 opeenvolgende getallen, die A 
eenvolgens door 9, 11 en 17 deelbaar zijn. | 
OrLossinG. Het vraagstuk is opgelost, als een dier 3 ge- 
tallen gevonden is. Het grootste dier getallen is door 17 
deelbaar, laat bij deeling door 11 tot rest 1 en door 9 ge- - 
deeld 2. Om dat getal te vinden, hebben wij de volgende 
bewerking : 


17 Xx 11 =187 = 17-voud = 11-voud = 9 voud + 7 
17 X 9 =153 =17-voud==1ll-voud +10 = 9-voud 
8 x 187 = 1496 = 17-voud =11l-voud = 9-voud + 2 


10 x 153 = 1530 = 17-voud =11l-voud +1 == 9-voud 
8026 = 17-voud=1l-voud +1 =9-voud + 2 
1683 = 17-voud = 11-voud = 9 voud 
1343 =17-voud =11l-voud +1 =9-voud + 2 
Het grootste van de 3 getallen is dus 1843, zoodat de ge= 
vraagde getallen zijn: 1341, 1342 en 13453. 
Dit antwoord geeft de kleinste getallen, die voldoen, Ver- 
meerdert men elk van die getallen met 1683 of met een veel- 
De Vriend der Wiskunde, VL, 7 
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voud daarvan, dan verkrijgt men telkens weer 3 opeenvolgende 
getallen , die aan de gestelde voorwaarden voldoen. 

Vraagstuk X, Zoek 4 opeenvolgende termen der reeks: 
4—11—18—25 enz., die achtereenvolgens door 8,9, 10 en 11 
deelbaar zijn. 

Orrossing. Men zoeke éen van die 4 termen, bijv. de 
laatste. Dat getal zal deelbaar zijn door 11, terwijl het een 
d-voud moet zijn plus 4. De term, die er aan voorafgaat, 
moet deelbaar zijn door 10; de laatste term zal dus moeten 
zijn: een 10-voud + 7 en wijl de 2e term een 9-voud moet 
zijn, is de laatste een 9 voud J- 14 =9.voud +5. Ook moet 
de laatste term een 8-voud J- 21 — 8-voud +5 zijn, daar de 
eerste term door 8 deelbaar is. Wij hebben dus een getal 
te zoeken, dat door 11 deelbaar is, door 7 gedeeld, 4, 
door 9 gedeeld, 5 en door 8 gedeeld, 5 moet overlaten. Vol- 
gens de bekende wijze vindt men het getal 19877, zoodat de 
bedoelde termen der reeks zijn: 19856, 19863, 19870 en 
19877. 

S 7. Het is den opmerkzamen lezer misschien niet ontgaan, 
dat in al de behandelde vraagstukken de gegeven deelers steeds 
onderling ondeelbaar waren. Dat is niet zonder opzet geschied. 
Immers, hebben die deelers, hetzij alle, hetzij enkele, een 
factor gemeen, dan kunnen twee moeielijkheden ontstaan. In 
de eerste plaats kan het dan voorkomen , dat de oplossing on- 
mogelijk is. Wordt bijv. gevraagd naar een getal, dat door 
80 gedeeld 16 en door 21 gedeeld 12 overlaat, dan blijkt het 
spoedig, dat die beide voorwaarden onderling strijdig zijn. 
Volgens de eerste toch is het getal geen 3-voud , volgens het 
laatste wel. Zoo is het ook onmogelijk, dat een getal door 
6 gedeeld 5 en door 10 gedeeld, 6 overlaat, daar een getal 
niet tegelijk even en oneven kan zijn. Eindelijk voldoet ook 
geen enkel getal aan de voorwaarden, door 12 gedeeld 7 en 
door 20 gedeeld 9 over te laten, daar volgens de eerste voor- 
waarde het gevraagde getal een 4 — voud J-3 en volgens de 
tweede een 4-voud + 1 moet zijn. Maar ook als de voorwaar- 
den niet onderling strijdig zijn, kan het gebeuren , dat bij 
onderling deelbare deelers de bovenbehandelde oplossingswijze 
niet onmiddellijk toepasselijk is. Nemen wij 


99 


Vraagstuk XI. Welk is het kleinste getal, dat door 12 
gedeeld, 7 en door 20 gedeeld, Î1l overlaat? 

OrLossing. Volgens de overige oplossingen zouden wij nu 
moeten schrijven : 

12 = 12-voud — 20-voud + 12 
20 = 12-voud + 8 = 20-voud, 

terwijl wij nu naar een getal moeten zoeken, waarmee 12= 
20-voud + 12 moet vermenigvuldigd worden, om een 20-voud 
+11 op te leveren en daarna naar een geval, waarmee 20= 
12-voud + 8 moet vermenigvuldigd worden, om een 12-voud 
+7 op te leveren. Maar dat is beide onmogelijk ; de gegeven 
getallen toch zijn even en blijven dus even, met welk getal 
men ze ook vermenigvuldigt, zoodat nimmer een oneven getal 
de uikomst van zulk eene vermenigvuldiging zal kunnen zijn, 
Om uit die moeielijkheid te geraken, merken wij op, dat het 
K.G. V. van 12 en 20 gelijk is aan 60, zoodat de algemeene 
vorm van alle getallen, die aan de gegeven voorwaarde zullen 
voldoen 60 x + A zal moeten wezen, waarin A het kleinste 
getal voorstelt, dat wan de vraag voldoet. Wij splitsen nu 60 
is 2 of meer onderling ondeelbare factoren en gaan na, welke 
resten het gevraagde getal bij deeling door die factoren zal 
opleveren. Ontbinden wij 60 in de factoren 3 en 20, dan 
moet het getal, door 3 gedeeld, 1 overlaten, wijl het door 
12 gedeeld, 7 overlaat. Het vraagstuk is dus nu teruggebracht 
tot het zoeken van een getal, dat door 3 gedeeld, 1 en door 20 
gedeeld, 11 overlaat, waarvan nu de oplossing gemakkelijk 
aldus wordt opgeschreven : 


3 —=3-voud — 20-voud + 3 
20 = 3-voud J- 2 = 20-voud 
17 Xx 83 =51 == 3-voud — 20-voud —- 11. 


2 X 20 =40 =3-voud +1 = 20-voud 
91 =3-voud + 1 = 20-voud + 11 
60 = 3-voud — 20-voud 
31 = 3-voud + 1 = 20-voud + 11. 
Het gevraagde getal is nu 31, dat ook door 12 gedeeld, 
7 zal overlaten. 
Ontbindt men 60 in de factoren 3, 4 en 5, dan kan men 
ook het getal zoeken, dat door 3 gedeeld, 1 door 4 gedeeld 
8 en door 5 gedeeld, 1 overlaat, 
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VraagstuK XII. Men vraagt het kleinste getal, dat door 
10 gedeeld, 3, door 8 gedeeld 7 en door 9 gedeeld 4 overlaat, 

Orzossing. Het K,G. V. der gegeven deelers is 360. Split- 
sen wij dat getal in de factoren 5, 8 en 9 en zoeken wij naar 
het getal, dat door 5 gedeeld , 3, door 8 gedeeld, 7 en door 
9 gedeeld, 4 overlaat, dan vinden wij voor het gevraagde 
getal 108. 

Hier volgen nog een paar vraagstukken met de antwoorden. 

Vraagstuk. Welk is het kleinste getal, dat door 25 gedeeld 
16, door 30 gedeeld, 21 en door 18 gedeeld, 9 overlaat ? 
Anrwoorp 441. 

Vraagstuk XIII. Welk is het kleinste even getal, dat door 
1 gedeeld 4 en door 22 gedeeld 16 overlaat? Anrwoorp 60, 

Vraagstuk XV. Zoek de eerste 4 getallen, die door 8 deel- 
baar zijn, door 7 gedeeld 6 en door 18 gedeeld 10 overlaten ? 
AntrwoorDp 496, 1000, 1504, 2008. 

VraaastuK XVI. Welke is de eerste en welke de tweede 
term uit de reeks 1—6—11—16 enz, die door 8 gedeeld 4 en 
door 6 gedeeld 2 overlaten? ANrwoorp 116 en 216. 

Vraagstuk XVII, Zoek de 4 kleinste opeenvolgende termen 
uit de reeks 3—1—11—15 ene,, die achtereenvolgens door 5, 
Il, 7 en 9 deelbaar zijn. Anrtwoorp 11535, 11539, 11543, 
11547. 

Vraagstuk XVIII Welk getal laat door 12 gedeeld 7, 
door 20 gedeeld 11 en door 30 gedeeld 1 over? Anrwoorp 31. 

Vraagstuk XIX, Bewijs, dat in het vorige vraagstuk uit 
elke twee gegevens het derde gegeven volgt. 

$ 8. In het voorgaande hebben wij de algemeene oplossings- 
wijze van eene bepaalde soort vraagstukken leeren kennen ; 
wij zullen nu nog eenige bijzondere gevallen bespreken, waarbij 
de oplossing meer of minder kan worden bekort. 

Vraagstuk XX. Men vraagt het kleinste getal, dat door 5, 
9 en 12 gedeeld, telkens 4 overlaat. 

Orrossina. Het getal, dat 4 minder is dan het gevraagde, 
is een gemeen veelvoud van 5, 9 en 12. Het kleinste getal, 
dat daaraan voldoet is 180 en het kleinste getal, dat aan de 
opgave voldoet 184. De algemeene vorm is 180 x + 4, 

VraaastuK XXI. Men vraagt het kleinste getal te vinden, 
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dat door 10 gedeeld 7, door 14 gedeeld 11 en door 25 gee 
deeld, 22 overlaat. 

Oprossive. Het getal, dat 3 meer is dan het gevraagde is 
een veelvoud van 10, van 14 en van 25. Het K, GV. van _ 
die deelers is 350. Het kleinste getal, dat aan de opgave 
voldoet is dus 347. De algemeene vorm is 350 # + 347 of 
350 rx —3. 

S 9. Bij de algemeene oplossingswijze hebben wij gezien , 
dat het aantal producten, dat uit de deelers wordt samen- 
gesteld, gelijk is aan het aantal dier deelers. Alleen als éen 
der deelers juist moet opgaan op het gevraagde getal, wordt 
het aantal producten met 1 verminderd. (Zie Vraaastux VII). 
Deze opmerking geeft aanleiding , in elk vraagstuk eene kleine 
bekorting aan te brengen. Men kan toch het gevraagde getal 
met zoodanig getal vermeerderen of verminderen, dat een der 
gegeven deelers er juist op begrepen is. Mochten door die 
handelwijze de resten van meer dan éen deeler 0 worden, dan 
zou de aangebrachte bekorting vrij groot kunnen worden. 
Geven wij als voorbeeld eene andere oplossing van Vraaastok II. 

Het getal dat 8 grooter is dan het gevraagde, kan door 
16 gedeeld worden en laat door 17 en 19 gedeeld achtereen- 
volgens 6 en 21 over. Dat geeft do volgende becijfering : 


16 X 17 = 272 = 16-voud = 17-voud —= 19-voud + 6. 
16 x 19 = 304 = 16-voud = 17-voud -+15 = 19-voud 
5 X 272 — 1360 = 16-voud = 17-voud =— 19-voud + 11, 


14 X 304 = 4256 = 16-voud = 17-voud + 6 = 19-voud 
5616 = 16-voud = 17-voud J- 6 = 19-voud + 11, 


5168 = 16-voud =17-voud =— 19-vond. 
A48 = 16-voud = 17-voud + 6 = 19-voud + 11. 
dS in 106 ed 8 = 8 


40 =16-voud +8 =17-voud + 15 =19-voud}3. 
De oplossing van VraaasruK III kan op de navolgende 
wijze bekort worden : Het gevraagde getal, met 7 vermeerderd, 
is door 3 en door 20 en dus door 60 deelbaar, terwijl het, 
door 11 gedeeld, 4 tot rest laat. 60 =1l-voud +5. Wij 
moeten een 11-voud + 4—=11-voud + 15 hebben; dus moet 
60 met 3 vermenigvuldigd worden. 3 x 60 = 180 = 60voud —= 
1l-voud +4. Het gevraagde getal is dus 180 — 7 = 173. 
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8 9, Voor een bepaald geval kan nog eene andere, kortere 
oplossing worden toegepast en wel voor dat geval, dat er 
eenige opeenvolgende getallen worden gevraagd, die achter- 
eenvolgens deelbaar moeten zijn door de termen van eene 
rekenkundige reeks. Als voorbeeld geven we 

Vraagstuk XXII, Drie opeenvolgende getallen te vinden, 
die achtereenvolgens door 5, T en 9 deelbaar zijn. 

OrzossinG. Het K. G. V. van 5, Zen9is5 x7x9=315. 
De getallen 515 +5, 515 +7 en 315 +9 zijn nu achtereen- 
volgens door 5, 7 en 9 deelbaar. Die getallen verschillen 
echter 2. Deelt men ze nu alle 3 door 2, dan voldoen de 
komende getallen nog aan de voorwaarde, achtereenvolgens 
door 5, 7 en 9 deelbaar te zijn, terwijl ze nu ook maar 1 
onderling verschillen. De gevraagde getallen zijn dus 320 : 2 = 
160, 161 en 162. 

Het kan voorkomen, dat de volgens de voorgaande oplos- 
singswijze verkregen getallen niet door het verschil deelbaar 
zijn. In dat geval neme men niet het KG. V. der opgegeven 
deelers maar eenig ander veelvoud daarvan. _ 

Vraagstuk XXIII, Drie opeenvolgende getallen te vinden, 
die achtereenvolgens door 5,8 en 11 deelbaar zijn. 

Orzossing. Het K. G. V. van 5, 8 en 11 is 440. De ge- 
tallen 440 + 5, 440 + 8 en 440 + 11, die onderling 3 ver- 
schillen zijn nu achtereenvolgens door 5, 8 en 11 deelbaar. 
Die getallen zijn echter niet door 3 deelbaar ; men neme daarom 
het volgende gemeene veelvoud van 5, 8 en 11, namelijk 
880, waardoor men 3 getallen bekomt, 885, 888 en 891, die 
wel door 3 deelbaar zijn. De gevraagde getallen zijn nu 
885 : 3 = 295, 296 en 297. 

Ten besluite nog de volgende opgaven : 

Vraagstuk XXIV. Vier opeenvolgende getallen te vinden, 
die achtereenvolgens door 2,9, 16 en 23 deelbaar zijn. 

Anrtrwoorp 2366 , 2367, 2368, 2369. 

Vraagstuk XXV. Zoek drie opeenvolgende getallen, die 
achtereenvolgens door 9, 11 en 17 deelbaar zijn. ANntTwoorp 
1341, 1342 en 1343. 

Vraagstuk XXVI Men getal laat bij deeling dovr 9 tot 
rest 3, bij deeling door 11 tot rest 4 en bij deeling door 18 
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tot rest 6, Wat laat dat getal over bij deeling door 9 x 11 Xx 13% 
AnrwoorDp 1130. 

Vraagstuk XXVII. Zoek 3 getallen tusschen 1000 en 1100, 
die met 4 opklimmen en achtereenvolgens door 2,5 en 8 
deelbaar zijn. Antwoorp 1056, 1060, 1064, 

Vraagstuk XXVIII. Het kleinste getal te vinden, dat door 
5, 7, 13 en 19 gedeeld, achtereenvolgens 1,3, 9 en 15 tot 
rest overlaat. Anrwoorp 8641. 

Vraagstuk XXIX. Zoek de kleinste 3 getallen, welke door 
A gedeeld kunnen worden, door 5 gedeeld 1 en door 7 gedeeld 
3 overlaten. Antwoorp 136, 276 en 416. 

Vraagstuk XXX. Zos de VRAAGSTUKKEN XX, XXI, XXII 
en XXIII volgens de algemeene oplossingswijze op. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 621—660. 


621. Twee cirkels O en O’ snijden elkaar. Door een hunner 
snijpunten P trekt men 2 rechten PA en PA’ rechthoe- 
kig op elkaar. PA ontmoet de as OO’ in A, den cir- 
kel O in B en den cirkel O' in C. PA’ ontmoet de as in 
A°, den cirkel O in B' en den cirkel O' in C. Bewijs, 
dat men altijd heeft AB: AC = A'B': A/C’, 


Oplossing. 





De rechten BB' en CC’ gaan door de middelpunten O en O'. 
Trek CK // BB' en zij K haar snijpunt met de as OO’, dan 
heeft men 

AB: AC == BO: CK 
Trek evenzoo C'K'// BB', dan is 
AB':AC' =BO0: CK 
Maar CK = CK’, omdat A O'C'K' @ A O'CK, dus 
AB: ACAB: A!C'. 
Tweede oplossing. 
Trek BD, BD’, CE, C'E' 1 OO’, dan is 
A ABD A ACE, dus AB: AC =BD: CE 
AA BD'w A AC/E', dus A'B'; AC = BD': C'E' 
Maar BD =BD' en CE = CE, dus 
AB: AC =AB : A/C 
Opmerking. A kan ook buiten den cirkel liggen. 
Derde oplossing. 


Zij AO' een transversaal van A PCC’, dan is 
ACK AP OC ES APG: OIC 


of AGRO A AMD NEE OE (8 
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eveneens AA’ een transversaal van A PBB', dan is 
AP.OB!', AB == A/B’. OB. AP 
of AB: AB =SAP:AP,. .. Weth (2) 
derh. volgt uit (1) en (2) 
ABSAG AB: AC, 


622, Construeer een vierhoek, als eene diagonaal en de 4 
hoeken, welke de andere diagonaal met de zijden vormt, 
gegeven zijn. 

Oplossing. 


Analyse. Ware de niet gegeven diagonaal 
bekend, dan kon men elk der 2 A A, waarin 
deze den vierhoek verdeelt, uit eene zijde en 
de beide aanliggende /_/ construeeren. Neemt 
men nu in plaats van deze niet gegeven diago= 
naal eene rechte van willekeurige lengte aan 
en construeert men op overeenkomstige wijze met deze en de 4 
gegeven 4 Z een vierhoek, zoo moet dezelve w zijn met den 
gevraagden, en zijne tweede diagonaal moet zich dus tot de 
gegeven diagonaal van den gezochten vierhoek verhouden, als 
zijne eerste diagonaal of ook als eene zijner zijden tot de over- 
eenkomstige van den gevraagden. Bijgevolg kan de laatste 
als vierde evenredige tot drie bekende rechten geconstrueerd 
worden, en dan kan met behulp derzelve de vierhoek gecon- 
stueerd worden. 

Constructie. Trek eene rechte A'C' van willekeurige lengte, 
maak / C/A'D' —= a en / C'AB'—=b gelijk aan de gegeven 
ZL La enb, waarin Z_ A alsmede / A'CD =/ den / A'C'B' = 
Le gelijk aan de gegeven 4 £ c end, waarin / C door de 
diagonaal AC verdeeld wordt. Trek nu in vierhoek A’B'CD 
de diagonaal DB’, meet op deze (als ’t noodig is verlengde) 
diagonaal een stuk DB == de gegeven diagonaal af. Trek 
_BA//B'A' en BC//B'C', welke DA’ en DC’ of hare verlengden 
in A en C snijden, dan is ABCD de gevraagde vierhoek. 

„Bewijs. De diagonaal BD van den vierhoek ABCD heeft 
volgens constructie de gegevene lengte, | 
dewijl AB//A'B, BC //BC', heeft men AD: A'D = BD: BD en 
CD : CD=BD:B'D, dus ook AD: A'D=CD: CD. Hieruit 
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volgt, dat, wanneer men A met C verbindt, AC// AC! zijn 
moet. Dus is ook / DAC = Z DA'C', en omdat de laatste 
volgens constructie gelijk aan den gegeven / a. Op dezelfde 
wijze blijkt, dat ook / BAC =/ b,/ BCA =/ ce, £ DCA =/ d 
is, en dat derhalve de vierhoek ABCD aan alle gestelde voor- 
waarden voldoet. 

Er is maar een vierhoek mogelijk. 

De constructie is mogelijk , wanneer L a+ 4 d { 180° en 
Lb JL e{ 180°. 

Onmogelijk is de constructie, als £ a + / d > 180°, òf 
LbdLe) 180°, òf La d-/ den / b + ZL cbeide ) 180° zijn. 
623. Als men door de middelpunten O en I der om- en %n- 

geschreven cirkels van A ABC eene gemeenschappelijke 
middellijn MPQN trekt, welke den ingeschreven cirkel 
in P en Q snijdt, dan is de straal van den ingeschreven 
cirkel middelevenredig tusschen de segmenten MP en NQ, 
begrepen tusschen de twee cirkelomtrekken. 

Oplossing. 

Noem destralen der om- en ingeschreven 
cirkels R en 7 en den afstand der middel- 
punten Ol==a, dan is 

MP = MO + OI-—-IP=R Har 





—_R—r a 
en NQ = NO — OI—-IQ =R—-a—-r 
| —=R—-r—ad 


dus MP. NQ =(R—r)? — a?. 
Volgens eene bekende stelling is a? = R? —2Rr 
derhalve MP. NQ = (R—r)? — (R? — 2 Rr) = r?, 
waarmede het gestelde is bewezen, 
Tweede oplossing. 
Men heeft MI, IN —= 2Rr (zie: A. J. van Breen, Merk- 
waardige punten en lijnen in den vlakken A, bl. 10). 
Of (MP + PI) (NQ + QI = 2 Rr 
of _MP.NQ + MP. QI + PI. NQ + PI, QI=2Rr 
MP. NQ + PI (MP + NQ) + PI? =2Rr 
MP. NQ +r(2R—2r) Jr? =2Rr 
MP. NQ +2Rr —2r? +? =2Rr 
MP. NQ = 7? 


107 


624. Een rechthoekigen A te construceren, waarvan de hypo- 
tenusa en de lijn, die den rechten / middendoor deelt, 
gegeven zijn. PHILAXx. 

Eerste oplossing. 


Analyse. Ziĳ A ABC de gevraagde 
driehoek, BC de basis, zoo behoeft men 
alleen de ligging van het toppunt A te 
bepalen. 

Men weet ZLBAD =/ CAD, dus ver- 
lengt men AD, totdat zij in E den cir- 
kelboog ontmoet, zoo is bg BE —= bg CE 
en AD =p. De ligging van A is bepaald, als men DE weet. 
Stel DE ==, trek BE dan is A ABE» A BDE (/ BEA —= 


/ BED en / EAB = / EBC = , bg BEC.), dus 
AE:BE = BE: DE en 





(phe):har2=zert:e of pa Jet = zat. 


Hieruit volgt z° + pw — za? = 0 en 
1 2 2 
dn 
(we moet positief zijn, het minteeken vervalt dus) 
DE =# bekend zijnde, weet men D en dus A of ook den 
gevraagden driehoek. 
Constructie. 1°. Maak eene lijn BC —=a; 
29. Beschrijf op BC als middellijn een cirkel ; 
3°, Bepaal het midden E van boog BC en trek BE; 


bs È p? a? 
4°, Construeer eene lijn © = — zp vv (5 ie 5 ): 
a? 
(G ommen BE: ). 


5°, Beschrijf uit E met zr als straal een cirkelboog, die 
BC in D (en D') snijdt. 

6°, Trek ED en ED' en verleng deze lijnen, totdat zij den 
cirkelomtrek in A en A' snijden , dan voldoen de driehoeken 
ABC en A'BC aan de vraag. 

Bewijs. Dit volgt uit de analyse. 
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ae Voor de mogelijkheid der constructie is noodig 


23 Een *{av2, dus 


a 
12. Ee 5 EE 2 54; hieruit vindt men gemak- 


kelijk p { of =g 5 
go, — É EE 5)ar?; het blijkt dat aan deze 


EES steeds voldaan is. 


Ot ' 
Voor Pz vindt men twee congruente driehoeken, voor 


DR 5 één gelijkbeenige driehoek, voor p ) 5 voldoet er geen 
driehoek aan de vraag. 
Aanteekening. Deze oplossing strookt geheel met die op 


blz. 257 en 258 van dl. V van dit Tijdschrift door mij gegeven. 
Tweede oplossing. 


Analyse. Zij AD =p en BC = a. Stel AC = ven AB = gy, 
zoo heeft men en ke EER Tes (1) 


en daar / BAD==/ CAD:-is AD =p = ocen 





De afleiding van de laatste vergelijking laten wij aan den 
lezer over (zie J. VersLuys, Meetkundige Vraagstukken, 2de 
stukje, 3de druk, blz. 68 no. 21). 

Uit verg. (2) volgt 2w2y? =p? (z? + 2ay 44°), of in ver- 


band met verg. (1) #?y? — Ep’ (a? + 2xy) = 0 


vry — py — zoa” eit 


5 
dusay= zotte (Bt joe) en daar x positief moet 


zijn vervalt het minteeken. Bijgevolg 
1 
y=gPip rv (p? + 2a°)|. 


Stelt men p(p +1 (p° + 24°) =q?*, zoo is 2ry =q° en 
CI Ht a? zijndeas t Hy BALI IRE LEL Ves (3) 
ey (deg?) teld) 
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x en y zijn dus bekend en A ABC kan geconstrueerd worden. 
Constructie en Bewijs volgen uit de analyse. 
Discussie. Uit verg. (Ll) en (2) of ook uit verg. (3) en (4) 
volgt dat de waarden voor # en y verwisseld mogen worden. 
In het algemeen vindt men dus twee driehoeken , die con- 
gruent zijn. Voor de mogelijkheid der constructie is noodig: 
a* —gq*:) of =O. (zie verg. 4.) 


Gemakkelijk vindt men hieruit p { of = ze 


1 7 : 8 \ 
Is p < 54, zoo zijn er twee ? driehoeken, is p = 5% 200 


is er één geliĳjkbeenige driehoek (xy is dan a?) en is p > za, 
zoo voldoet er geen driehoek aan de vraag. B.W. Monpr. 


625. Het oppervlak van een rechten cirkel cilinder wordt ge- 
sneden door lijnen, die alle door eenzelfde punt gaan. 
Wat is de meetk, plaats van de middens der koorden, 
welke van bedoelde lijnen door het cilinder oppervlak 
worden afgesneden ? C. A. Crror, 
Oplossing. 

Men snijdt het oppervlak door een vlak dat door het gegeven 
punt P gaat en loodrecht op de beschrijvende lijn staat. Alle 
bedoelde snijlijnen worden geprojecteerd op dit vlak; de cilin- 
der-koorden worden dan projectie-koorden in den cirkel van 
doorsnede; de middens der cilinder-koorden worden in projectie 
de middens van cirkel-koorden, die alle door een zelfde punt 
gaan; de meetk. plaats nu van laatstgenoemde middens is een. 
cirkelboog of een geheele cirkelomtrek ; de middens der cilinder- 
koorden moeten dus alle liggen op een cilinder-oppervlak dat 
genoemden cirkelboog of cirkelomtrek tot richtlijn heeft. 

Omgekeerd blijkt ook onmiddellijk dat ieder punt van ge- 
noemd cilinder-oppervlak het midden kan zijn van eene koorde, 
die door het gegeven punt gaat; dit oppervlak is derhalve de 
‚ gezochte meetk, plaats. C. A, Cikor. 


626. Als tweegeliĳjke AA ABC, ABD aan weerskanten van 
de zelfde basis AB liggen, dan wordt de lijn CD, die 
de toppunten C en D verbindt, door de basis AB mid- 
dendoor gedeeld, | 
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Oplossing. 


Trek AE//BD, BE//AD en CE. Nu is ADBE 
een parallelogram, dus A ABE —= A ABD; 
maar A ABD — A ABC (onderstelling), dus 
A ABE —= A ABC, bijgevolg CE//AB. Zij M 
het snijpunt van CD en N dat van DE met 
AB. Omdat ADBE een parallelogram is, wordt 
DE in N middendoor gedeeld, en omdat MN//CE is, wordt 
CD in M middendoor gedeeld. 

Gevolg. Als de lijn, welke de toppunten van 2 AA aan 
weerskanten van dezelfde basis gelegen, door de basis midden- 
door gedeeld wordt, dan zijn de AA gelijk, 





Tweede oplossing. 


De AA ABC en ABD hebben gelijke oppervlakte en dezelfde 
basis, dus ook gelijke hoogte, derhalve ook A ACM = A ADM, 
waaruit volgt, dat AM eene mediaan is van A ACD, dus AB 
deelt CD middendoor. 


Derde oplossing. 

Laat men uit C en D de loodlijnen CF en DG op AB neer, 
dan volgt uitde @ rechth. A A CFM en DGM, dat CM = DM 
Vierde oplossing. 

Omdat / AMC + / AMD == 180°, heeft men 
Opp. A AMC: opp. A AMD == AM. CM: AM, DM 


maar opp. A AMC — opp. A AMD, wegens de gelijke hoogte, 
dus CM = DM. 


627. Als de overstaande zijden AB en CD van een vierhoek 
ABCD elkaar in een punt P ontmoeten, en als G en H 
de middens zijn der diagonalen AC en BD, dan is A 


PGH zi vierhoek ABCD. 
Oplossing. 


Deel de zijden BC in Q en AD in R middendoor, trek 
QG, QH, QP, RG, RH. Omdat QG//AB, zal zij, verlengd, 
PC in IT middendoor deelen, Daar CP de toppen verbindt 
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der AA CGQ en PGQ op de- 
zelfde basis GQ, maar aan 
tegengestelde zijde, wordt zij 
door de verlengde basis mid- 
dendoor gedeeld (zie: No. 626) 
dus 
APGQ = ACGQ = 3 A ABC. 
Op dezelfde wijze blijkt dat 
A PHQ =3 A BOD. 


Maar 





parallelogram GQHR —= : (A ABD — A ABO) 
dus A QAE = 4 A ABD — 3 A ABC, 
1 
derhalve A PGH = d (AABC HA BCD +A ABD —A ABC) 


mn i vierhoek ABCD. 


Gevolg. De middens der 3 diagonalen eener volledige vier- 
zijde liggen in eene rechte lijn. (Eene volledige vierzijde ont- 
staat als men 4 lijnen trekt, zoo, dat zij elkaar 2 aan 2 snij- 
den, Zij heeft 3 diagonalen). Laat AP, DP, AS en BS de 
4 lijnen zijn, die eene volledige vierzijde ABCDPS vormen. 
AC, BD en PS zijn de 3 diagonalen. Vereenig S en P met 
de middens G en H van AC en BD, dan is A SGH=—= A PGH 


OK 
z vierhoek ABCD. Het verlengde van GH deelt dus SP 


in F middendoor. 


Pen 
__ 


628. Trekt men uit een willekeurig punt C der middellijn AB 
van een cirkel M een willekeurig aantal rechte lijnen 
CD, CD',... naar zijn omtrek, en verlengt men deze 
met hare eigene lengten, DE =CD, DE =CD’,.... 
dan liggen de eindpunten D‚D',.... dezer verlengde lijnen 
op den omtrek van een cirkel, waarvan het middelpunt 
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N op dezelfde middellijn AB op gelijken afstand als het 
aangenomen punt C van het middelpunt M ligt, en 
waarvan de straal gelijk is aan de middellijn van den 
oorspronkelijken cirkel. 


Oplossing. 

Neemt men MN = MC, dan moet aan- 
SE, B getoond worden, dat NE — AB is. 
is A on Verbind daartoe M met D en N met 
(S) B BE, dan is, dewijl CM —= MN en CD = DE 
is volgens constructie, MD // NE en 
derhalve NE —=2MD==AB. Evenzoo 
blijkt, dat NE’=— AB. Hetzelfde geldt 


dus ook voor ESES andere rechte, welke op dezelfde wijze ont- 
staan is. Hiermede is het gestelde bewezen. 





629, Bereken de waarde van a uit: 
6 log? z — log? # — logs = 0. 
(Lit. Math. ex. 1889.) 


Oplossing. 
6 log e — log? # — logs = 0 
of log « (6 log? # — log — 1) = 0 
of log # (2log tv —1) (3 log +1) =0 waaruit 


loge = 0, 2logz —1=0 en 3logz J 1 =0 dus 
1 1 
Ee loge => = log v/ 10 en log e= — 5 


| 1 
2, =8,162277 on #, =p B 100. 


630. Bewijs, dat het getal 2839617 deelbaar is door 11 (10- 
tallig stelsel), als 17 + 96 +- 83 + 2 een 11-voud is. 
Oplossing. 

17 De som der cijfers op de plaats der eenheden dezer 
96 getallen is 18, de som der cijfers op de plaats der tien- 
83 tallen is ook 18. De som dezer getallen is dus 18 een- 
2 heden plus 10 maal 18 eenheden, d.i. 11 maal 18 een- 
18 heden, De som van 
Hee 17 +96 83 +2 is dus een 1l-voud. 
198 De som der cijfers op de plaats der eenheden dezer 
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getallen is de som der cijfers op de oneven plaatsen van het 
gegeven getal, en de som der cijfers op de plaats der 10-tallen, 
is de som der cijfers op de even plaatsen van het gegeven ge- 
tal, Beide sommen zijn gelijk 18, zoodat hun verschil 0 is. 
Het gegeven getal is dus door 11 deelbaar. 


Tweede oplossing. 


2 X 999999 J- 83 Xx 9999 J- 96 x 99 — 11-voud 

Arn —J- 83 J- 96 J- 17 = 11-voud (onderst) 
2. 1000000 + 83 . 10000 + 96 „100 + 17 = 11-voud 

of 2839617 is een 11-voud, 


631. Bewijs, dat “log m, ‘log m en ‘log m een harmonische 
reeks vormen, als a, 5 en c een meetkundige reeks 
vormen. W. Meiser, 

(N. L. W. A. GRrAvELAAR, Pr.-Th, Lrb, d. Alg, III, 
blz. 122 no. 10). 


Oplossing. 
Volgens het onderstelde is ac == b?, Verder is 
PRE Ve ee mn “log a + “loge = “log dE “log De en 
“log mog m 
2 1 1 
2 “log b = nn) alzoo vormen ——, 
log m “log m ‘log m 
en A een rekenk. reeks en derhalve de omgek. waarden 
‘log m 
“log m, “log m en log m een harmonische. 
Andere oplossing. 
1 1 2 
a c PMR GRE, AE 
2 logmX logm “log a “log Gie tn, TO AR AO 7 01}: VEN 
“log m + log m Ride) + 5 Ae “log c+ “log a 
“log a log c 


“log a XxX “log c 
2 2 2 ene l 





| 
Il 
| 


mn nen ee 
— 





“log at "loge “log ac “log b2 2logd “log b 5 
De Vriend der Wiskunde, VL 8 
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"log m, zoodat ‘log m harm. middelevenr. is tusschen “log m 
en ‘log m. W. Meiser. 


632. Op welke wijze kan men het K.G.V. van 2 of meer ge- 
tallen vinden, zonder die getallen in ondeelbare factoren 
te ontbinden ? 

Oplossing. 

Zijn de getallen ap en bp, waarin a en b onderling ondeel- 
baar zijn, dan is abp hun K‚G.V. en daar ap.bp of abp?, 
hun product, door hun G.G.D. p gedeeld, abp tot quotient 
geeft, kan men den volgenden regel vaststellen, die aan de 
voorwaarden der opgaaf voldoet: Het K.G.V. van 2 getallen 
is gelijk aan hun product, gedeeld door hun G.G.D. 

Stilzwijgend wordt hier ondersteld, dat de G.G.D. van de 
2 getallen niet gezocht is door ontbinding der getallen in 
factoren , maar door deeling van het kleinste op het grootste, enz. 

Tot den bovenstaanden regel kan men ook komen door 
redeneering. In het product van 2 getallen komt de 2e macht 
van hun G.G.D. voor met de factoren, die de beide getallen 
„niet gemeen hebben, Als men dus dat product door dien 
G.G.D. deelt, zal het komende quotient het K.G.V. zijn : het 
product van de niet-gemeene factoren en den G.G.D. 

Om nu langs den aangewezen weg ook voor meer dan twee 
getallen het K.G.V. te zoeken, zou men eerst den regel voor 
2 dier getallen kunnen toepassen, vervolgens met dat K.G.V. 
en het derde getal op dezelfde wijze handelen en zoo voort- 
gaan tot hef laatste getal gebruikt is. 


633. Bewijs, dat de G.G.D. van 2 getallen ook de G.G.D is 
van de som en het-K.G.V, van die getallen. 
Oplossing. 

Zijn de getallen A —=ap en B=—= bp, waarin a en b onder- 
ling ondeelbaar en p hun G.G.D. dan is het K.G.V. van A 
en B—=abp en de som A JB = (a Jb) p. 

We zien, dat p een gemeene deeler is van het K.G.V. en 
de som. Daar verder ab en a Jb, als a en b onderling on- 
deelbaar zijn, geen factor kunnen gemeen hebben, is p de 
G.G.D. van het K.G,V. en de som der getallen A en B. 


115 


634, Bewijs, dat de tweede macht van een ondeelbaar getal 
grooter dan 3, met 1 verminderd door 24 deelbaar is. 


Oplossing. 


Hen ondeelbaar getal is oneven. Men kan het voorstellen 
door 3p 1, mits p even zij; voor p oneven zou 3p + 1 een 
even getal (2-voud) zijn. Stel daarom p==2g, dan stelt 
6g #1 elk ondeelbaar getal > 3 voor. Men heeft nu 

(6g +1)? — 1 —= 369? + 12g —= 129 (3q + 1) — 12-voud. 

Is q even, dan is 12q deelbaar door 24, is q oneven, dan 
is (3g +1) even, zoodat steeds 12 (3q +1) door 24 deel- 
baar is. 

Opmerking. Omdat 6g +1 alle getallen voorstelt, welke 
van een zesvoud 1 verschillen, gaat de stelling ook voor deze 
getallen door, Bv. voor 5, 7, 11, 18, 17, ..…... 


635. Bewijs, dat het K.G.V, van 3 getallen gelijk is aan hun 
gedurig product, vermenigvuldigd met hun G.G.D., 
maar gedeeld door het product van de G.G.D. van die 
3 getallen, 2 aan 2 genomen, 


Oplossing. 


Zijn de getallen apgs, bprs en cqrs, waarin de letterfac- 
toren zoodanige getallen voorstellen, dat ps de G.G.D. is van 
het fe en 2e getal, gs de G.G.D. van het fe en 3e, rs de 
G.G.D. van het 2e en 3e, s de G.G.D. is van de drie getallen. 

Nu is het K.G.V. == abc X pgr X s. 

Het gedurig product is abe X p2g?r2 X s3, 

Het product van de G.G.Deelers van de 3 getallen 2 aan 2 
genomen is ps Xqs X rs of pgr Xs?, zoodat het gedurig pro- 
duct der getallen gedeeld door dit product de G.G.D. tot 
quotient geeft abe X pgr, aan welke uitdrukking de factor s 
ontbreekt om het K.G.V. op te leveren, zoodat we besluiten 


k K.G.V gedurig product x G.G.D., 
unnen OTN ee 


Tweede oplossing. 


Het K.G,V. van 3 getallen bestaat uit het gedurig product 
van (1°) den GGD. der 3 getallen, (2°) de factoren, die 
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behalve die G.G.D. aan de getallen 2 aan 2 gemeen zijn en 
(3°) de overige factoren. 

Nu komt in het gedurig product der 3 getallen maal hun 
G.G.D. de 4e macht van dien G.G.D. voor, benevens de 2e 
macht van de factoren, welke die getallen behalve dien G.G.D. 
2 aan 2 gemeen hebben, met nog de overige factoren. Dat 
gedurig product moet dus gedeeld worden door de 3e macht 
van dien G.G.D. en door het product der factoren, welke de 
getallen behalve dien G.G D. twee aan twee gemeen hebben, 
opdat het quotient het K.G.V. der 3 getallen zij. 

Nu is het product van dien G.G.D. en de factoren, die het 
le en 2e getal behalve dien G.G.D. gemeen hebben, de G.G.D. 
van dat le en 2e getal; het product van dien G.G.D. en de 
factoren, die het le en 3e getal behalve dien G.G.D: gemeen 
hebben de G.G.D. van dat le en 3e getal; het product van 
dien G.G.D. en de factoren, die het 2e en 3e getal behalve 
dien G.G.D. gemeen hebben, de G.G.D. van dat 2e en 3e 
getal. De bovenbedoelde deeler tot verkrijging van het K.G.V. 
is dus juist het product van de G.G.Deelers der 3 getallen, 
2 aan 2 genomen. 


636, Kunnen in eene evenredigheid 3 termen onmeetbaar en 
1 meetbaar zijn ? 


Oplossing. 

Ja! Neem 2 onmeetbare getallen, welke een gelijken fator 
onder het wortelteeken hebben, dan is hun product gelijk aan 
dat van den gelijken factor a een onmeetbaar getal, hetwelk 
het product is der twee ongelijke factoren der 2 onmeetbare 
getallen. B.v. 

ra en vbc geven vab: wac= tv bere, 
v3 en yv6 geven 2:73 = v6:3, enz. 


637. Zeker getal heeft 25 deelers. Hoeveel deelers kan de 
3e macht van dat getal hebben ? 
Oplossing. 


Het getal a bc d'.... heeft (m + 1) (n + 1) (p +1) 
(q 4-1)... deelers. (J. VersLuys, Deelbh. & rep, br. $ 15). 
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Nu is 25 == 1.25 =1.5.5; dus is het bedoelde getal a° b24 

of a bi ct, en zijne derde macht b7? of b!? c!?, Het aantal 
deelers der 3e macht is dus 72 +1 =— 738 of (12 4-1) (12 he ie 
men 10 —= 169. 











22 
638. Als gegeven is A = pn ee — baren en B 


recht-evenredig afhankelijk van C is, op welke wijze is 
dan A afhankelijk van C ? 


Oplossing. 


Wordt Cm x grooter (kleiner), dan zal B ook m X grooter 
(kleiner) worden. De gegeven waarde van A wordt dan 


ul 5 (B? m? En C2 m°)? B3 m3 -L C3 m3 
KE 2Bm Om WK Bm 20m 
mi (B? J-C2)? m3 (B: ee C3) 


A EN TEN 
np BC BHO 
bear OTB A0 
of A wordt dan Am. 
A is dus recht-evenredig afhankelijk van C. 


Tweede oplossing. 


Stellen we eene tweede waarde van A voor door A, en de 
overeenkomstige waarden van B en C door B, en C,, dan 
is, omdat B:C —=B,:C, ook aid 

eeb 202 en BeOS Bie: Oi tie sell) 

Schrijven we de waarde van A in de gedaante . 


B 
Er) (En 





B Dd ‚ dan komt er: 
(2-51) ola 
, B? \ 
| | (5 + oe gt! 
mm Dn 
Dee Is be 
KOR C 


Op overeenkomstige wijze zouden wij uit 
np BEHO), Bit 0 


brij LS eenen AHO EN: 
2B; —C, B —20, afleiden 
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B? 2 

| (cat) Ke in 

AZC — 
| En 

€, C, 

Wegens de evenredigheden onder (1) hebben de uitdrukkin- 

gen tusschen accolades dezelfde waarde en zal dus A: A, = 

C:C,, zoodat A rechtevenredig is met C. 





639. Bepaal de limiet ee som Ee oneindige reeks 


9 
me Takk zo + 100 1000 4 


eh VN 
106000 * 1000000 * 10000009 + ':"*- 


10000 + 


Oplossing. 
De limiet der som is — 759,7597597 ... —= 759,159. 


Tweede oplossing. 


Door telkens de som van 3 opeenvolgende termen te nemen, 
verkrijgt men 


7 5 9 
red, (+50 oo) zn Tea zl 


9 759 759 
ndocvond kre DTO 1000 aid 1000000 ike 


Van deze meetk, reeks is de eerste term a == 759, de reden 
1 
Tr = Too het aantal termen „—= oo, dus 


n 


POR () 


ee 1000) __ 759 __ 759000 
een adel 7099 we 
1000 1000 
759 
= 159 gay = —= 759,159. 


Derde oplossing. 


De limiet der som is ook gelijk aan de som der limieten 
der. reeksen : 
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® 1 7 700000 
Lim S, = { 700 + — de IE aaa 
= (tr ij Ht) 00 
% 5 5) 5000 
Lim (ol nan 
{ 9 9 _ 9000 
Lim S, == (94 zoogt 000000 +) = 559 
LimS ee — 159,159. 


640. Iemand bepaalt in zijn testament, dat zijne erfgenamen 
aan A moeten uitbetalen: na verloop van één jaar f 1600, 
na verloop van twee f 800, na verloop van drie jaren 
f 400, enz, ieder volgend jaar de helft van het bedrag 
van het vorige. De erfgenamen stellen aan A voor, 
hem aanstonds f 1500 te betalen, f 500 over een half 
jaar en anderhalf jaar na deze laatste uitbetaling nog 
f 1066. Indien de interest tegen 4°/, wordt gerekend 
en A waarschijnlijk nog 20 jaar heeft te leven, moet 
hij dan dit aanbod aannemen of niet ? 

(Eindex. H. B. Scholen , 1878.) 


Eerste oplossing. 
De contante waarde van de aan A vermaakte gelden is in 


guldens : 
1600 1600 1 1600 1 


Vi 104 a Sr Td aen ales oitele 
1600 1 
AE 219 MAMEEC 
Li 08t 2,082 2,08 19 
Ed, = ) = / —- enz ille Me Wodze . te ) ) 


__ 5200 ‚ 2,082° — 1 
BRE OREMS o7 1,08 
log 2,08 — 0,318063335 log 3200 — 3,5051500 
20 log (2,0820-—) —6,3612665 





log 2,082° — 6,361266700 opt. 
2,0820 — 2297559,3 9,8664165 
9,0820—1 — 22975583 Jog 2,082° — 6,3612667 
log (2,08? 0 —1)— 6,3612665 log 1,08 = 0,0334238 
0 





p 
6,3946905 
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log, = 9,8664165 — 6,3946905 
log, = 3,4717260 
©, = 2962,96.- 
De contante waarde van het aanbod is in guldens: 





500 1066 
Ly == 1500 ie 1,02 J- 1,042 
log 500 == 2,6989700 log 1066 — 3,0277572 
log 1,02 — 0,0086002 2 log 1,04 == 0,0340667 
500 1066 
500 1066 î 
1,02 Es 490,195 1,042 == 985,57 
Bijgevolg 


o, — 1500 + 490195 4 985,575 — 2975,77. 
De contante waarden van erfenis en aanbod zijn 2962,93 
gld. en 2975,77 gld. A moet het aanbod dus aannemen. 





B. W. M. 
Tweede oplossing. 
De erfenis is na 20 jaren waard in guldens: 
1600 
91 — 1600 (1,04)19 + vn eN CZ 6 Tren 
Dn 2,0819 H9,0818 Henz…… +4 
_ 8200 2,0820 — 1 
EDS 
log 3200 — 3,5051500 20 log 2 — 6,0205999 
log (2,082° — 1) — 6,3612665 log 1,08 — 0,0334238 
enen ermm nen ei en Ope 
9,8664165 6,0540257 


log y, = 9,8664165 — 6,0540237 
yv, =3,8123928 
yi = 6492,21, 
Het aanbod is na twee jaren waard : 
1500 (1,04)? + 500 (1,02) (1,04) + 1066 = 3218,80 gld. 
Na 20 jaar is het dus waard 
Y, = 3218,8 X 1,0418 gld. 
log 1,04 — 0,0170333393 
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log 1,0418 — 0,3066001 
log 3218,8 — 3,5076940 
nn ON 
log y, — 3,8142941 
Yi 602070. 

De waarden van erfenis en aanbod zijn over 20 jaren 
6492,21 gld. en 6520,70 gld. A moet het aanbod dus aan- 
nemen. B. W. M. 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 
waarvan deoplossingen gevraagd worden. 


31. In een U-vormige buis bevindt zich kwik; in het eene 
been der buis bovendien een kolom water van 14 cM. 
hoogte, in het andere been een kolom aleohol van 26 cM, 
hoogte. Hoe groot is de vertikale afstand van de kwik- 
spiegels in de beide beenen? Men weet dat 1 cM° water 
1 G. weegt, 1 cM3 alcohol 0,8 G. en 1 cM3 kwik 13,6 G. 
(Kon. Mil. Acad, 1881.) (Wrisserink, Nat. Vrgst. I, no. 264.) 


Oplossing. 


De druk door de waterkolom op 1 cM?. van het kwikopper- 
vlak uitgeoefend is 1 X14X1=14G. De druk door de al- 
eoholkolom op 1 cM?. van het kwikoppervlak uitgeoefend is 
1 X 26 X 0,8 = 20,8 G., dus 6,8 G. grooter, het kwik zal dus 
aan de zijde van het water stijgen , totdat het verschil in druk 
tusschen de beide kwikspiegels per cM?°. 6,8 G. bedraagt. Stelt 
men het verschil in hoogte der kwikspiegels z cM., zoo moet 


A Xax 13668 ofer = 5 cM. 


Opmerking. De doorsneden der beide beenen behoeven niet 
gelijk te zijn, men mag dus de doorsnede van de deelen der 
buis niet = 1 eM?. stellen. B. W. Monpr. 


32, Een stuk kurk weegt 38,4 G.; het wordt verbonden aan 
een stuk iĳzer. Het zoo gevormde lichaam zweeft in 
alcohol. Men vraagt hoe groot het volume van het ijzer 
is. (S. G. kurk — 0,24, ĳĳzer — 7.8, alcohol = 0,8.) 
(Kon. Mil. Acad, 1884.) 
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Oplossing. 
leM®, kurk weegt in aleohol 0,24 — 0,80 = — 0,56 Gr. 38,4 
G. kurk nemen een volume in van pn =— 160 eM?. en wegen 
) 


dus in aleohol — 0,56 X 160 Gram, Wil het stuk kurk, ver- 
bonden met het ijzer zweven , zoo moet het gewicht in alcohol 
nul zijn, het ijzer weegt dus in aleohol 0,56 x 160 Gram. 

1 eM3. ĳzer weegt in alcohol 7,8 — 0,8 Gr., het volume 


Des ee — 12,8 cM?. 





van het ijzer is dus 


Tweede oplossing. 


Stel het volume van het iĳzer zcM?., zoo is: 
Gewicht kurk + Gewicht ijzer = Gew. verplaatste alcohol. 
38,4 +182 = GS + #)08. 
38,4 4 7,8 w == (160 + 2) 0,8 
{ri 09,0 OL le ICN ee 
B. W. Monpr. 





33. Op eene bepaalde plaats op aarde legt een lichaam , dat 
losgelaten wordt, onder den invloed der zwaartekracht in 
de eerste seconde een weg af van 4,9 M. Hier wordt een 
kogel van 0,098 KG. verticaal naar boven geschoten ; 
hij bereikt eene hoogte van 250 M. boven het einde van 
den loop. Welke snelheid had hij op het oogenblik, dat 
hij den loop verliet? Indien de lengte van den loop 1 

M. is, en men aanneemt, dat de kogel binnen den loop 
eene eenparig versnelde beweging heeft gehad, welke 
kracht heeft dan op den kogel gewerkt gedurende zijne 
beweging binnen den loop ? 

(Kon. Mil, Acad. 1881.) (Wieserink, Nat. Vrgst. I, no. 265.) 


Oplossing. 
De beweging vaneen, in het luchtledige, vrijvallend lichaam 
is eenparig versneld (vg. D. Horn en S, de Gast Jz., Natuur- 


kunde, dl I, blz. 174), derhalve s= gt (s = afgelegde weg, 9 = 
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versnelling der zwaartekracht, £ — valtijd. Voor t=liss= 
: g, derhalve g — 9,8 M, 


Wordt een lichaam met eene snelheid v vertikaal omhoog 
geworpen, zoo vindt men de hoogte Jh, waartoe het stijgt uit 
de vergelijking v =L’ 2gh. 

(Zie de Vriend der Wiskunde, dl. V, blz. 129). 

Bijgevolg is: v—=l/ 2 X9,8 x 250 = 70 M. 

De beweging in den loop eenparig versneld zijnde, vindt 
men de versnelling a uit de verg. v =1v/ 2asofa= De es en 
== 2450 M.‚ de beginsnelheid toch was 0, de weg 1 M, 

Viel de kogel vrij in het luchtledige, zoo zou hij onder de 
werking van eene kracht — 0,098 KG. eene versnelling van 
9,8 M. verkrijgen. 

Thans geeft eene kracht van z— 0,098 KG. den kogel 
eene versnelling van 2450 M., derhalve, daar de krachten 
evenredig zijn met de versnellingen, die zij aan gelijke massa’s 
geven 


Ve met A 
0,098 : (x — 0,098) = 9,8 : 2450, of 
zm — 0,098 = 24,5 en 7 24,598 K.G. B. W. Monpr. 


34. Een ballon van 200 eM? inhoud wordt bij een barometer- 
stand van 76 cM. met lucht gevuld. Bij een barometer- 
stand van 75 eM. wordt hij in verbinding gebracht met 
de luchtledige ruimte boven het kwik in een bakbaro- 
meter. Het kwik daalt dientengevolge in de barometer- 
buis tot op 35 cM. Men vraagt hoe groot de lucht- 
ledige rnimte was, als de doorsnede van de buis 2 cM? 
bedraagt. 

(Kon. Mil. Acad. 1884.) 


Oplossing. 


In den ballon is aanvankelijk 200 eM?. lucht van 76 cM, 
spanning, derhalve volume X drukking — 200 X 76 = 15200. 
Stelt men de lengte van de luchtledige ruimte —= # cM., zoo 
is het volume van de lucht de tweede maal == 200 + (w + 75 
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— 35) 2 = (280 + 2x) éM3. en de drukking —= 75 — 35 == 40 
cM., derhalve volume X drukking =— (280 J- 2x) X 40... (2) 

Men heeft dus 15200 = (280 +22)40 

8x == 400 of zr = 50 cM. 

De luchtledige ruimte is dus 50 x 2 == 100 cM3. 
‚(De lezer teekene vooral een figuur. Hij vergelijke deze op- 
lossing met die van No. 27, de Vriend der Wiskunde, dl. V, 
blz. 304. B. W. Monpr. 

INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden 


139. Iemand koopt waren van 70 en van 75 cent het KG., 
samen voor f 1500. Toen hij bevond, dat de. eerste 
partij 45 en de tweede 50 KG. was ingedroogd, ver- 
kocht hij het KG. der eerste soort voor 80 en dat der 
tweede soort voor 90 cent, en ontving. toen f 1674. 
Hoe groot was de partij, die hij inkocht ? 

(Hoofdakte ex. Deventer, 1890.) 
Oplossing. 

Hij zou 45 X f 0,80 +50 Xx f 0,90 = f 71 of f 1755 ontvan- 
gen hebben, wanneer er niets was ingedroogd. Hij wint op 
1 KG. der tweede partij f 0,15, d.i. 20°. Als de eerste 
partij ook met 20°/, winst verkocht was, zou de verkoop per 
KG. f 0,84 d. i. f 0,04 hooger zijn. De verkoop zou dan 
1,2 X f 1500 == f 1800 geweest zijn, d. 1.-f 45 meer dan f 1755, 
bereik komt doordat de verkoop der eerste partij per KG. 
f 0,04 hooger is. De eerste partij was dus (f 45 : f 0,04) x 1 KG. 

5 1125 KG. groot. 

__De eerste partij kostte bij inkoop dus 1125 X f 0,70 = f 787 ‚50 

en de tweede f 1500 — f 787,50 = f 712 50, zoodat zij 

(f 712,50: f 0,75) X 1 KG. =950 KG. groot was. 


140. Iemand koopt voor f 66 linnen , zijde en laken, samen 
23 M., respectievelijk tegen f 0,60; f 3,50 en f 6,40 den 


M. Voor het laken betaalt hij le maal zooveel als voor 


de zijde. Hoeveel M. zijde koopt hij ? 
(Hoofdakte ex. Deventer, 1890.) 


a Aden 
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Oplossing. 
Hij betaalt voor het laken 5 maal zooveel als voor de zijde. 
Het laken is 6,4: 3,5 — ee maal zoo duur als de zijde. Hij 


kocht dus 2 maal zooveel laken als zijde. De gemiddelde prijs 


dier twee stoffen is dus f ie 5 Per M. Hij zou voor 23 M. lin- 


nen 23 Xx f 0,60 = f 13,80 REN hebben, d. í. een verschil 
van f 66 — {13,80 =f 52,80, doordat het EE, per M, 
8 ETE de ( ret 
Arg —f060=f4pg is. Hij kocht dus (52 :; de) 
X 1 M.==13 M. laken en zijde samen; hierbij is 8 M. zijde. 


141. Als a:b =c:d, dan is: (a5 —b5): a? b2 (a +-b)= 
(c5 —d5):e? d? (e +-d). Bewijs dit. 
(Hoofdakte ex. Deventer, 1890.) 


Oplossing. 
Men heeft GEO Ute nee veler tse de (1) 
waaruit OE A 
waaruit (as — b5): as =(c —d5):C5. 
Uit (1) a: (ad-b)=e:(e Jd) verm. 
en Gabi 


(a — b5): a?b? (a + b) =(e* —d?): ed? (e +d) 


142. Als men de tweede macht van zeker getal met 13 ver- 
mindert, dan is de rest deelbaar door 9. Bepaal de rest, 
die dat getal bij deeling door 9 overlaat. | 
(Hoofdakte ex. Deventer, 1890.) 


Oplossing. 


Zij z het getal, dan is x? — 13, dus ook? —4—=(r +2) 
(xr —2) een 9-vond. De factoren (w + 2) en (@ — 2) verschil= 
len 4, zij kunnen beide geen 9-voud, noch een 3-voud zijn, 
Derhalve moet òf (wv + 2) òf (ws — 2) een 9-voud zijn. De rest 
der deeling van # door 9 is dus 2 of 7, 
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143. Van een afgeknotte regelmatige vierzijdige piramide is de 
inhoud = 1 DL. Bereken de hoogte tot op 5 mM, nauw- 


keurig, als gegeven is, dat de diagonaal van het boven- 
vlak, die van het grondvlak en de opstaande ribbe even- 
redig zijn met de getallen 6, 16 en 13. (De becijfering 
in de oplossing op te nemen.) 

(Hoofdakte ex. Deventer, 1890.) 


Oplossing. 


Zij de diagonaal van het bovenvlak 6 mM., dan is die van 
het grondvlak 16 en een opstaande ribbe 13 mM, Laat een 
loodlijn uit den top eener ribbe op het grondvlak neder, dan 
vormen ribbe, loodlijn (hoogte) en het verschil der halve 
diagonalen van grond- en bovenvlak, een rechth. A, waarvan 
de hoogte 1 (132 — 52)—=12mM. is. Het oppervlak van het 


bovenvlak zal dan 5 X62 = 18, van het grondvlak : x 16% 
— 128 en van het meetk. middelevenredig vlak 7/18 X 128 = 
48 mM? zijn. De inhoud van het lichaam is dan en (18-128+-48) 


== 776 mM3, Omdat de inhoud 10 dM3 = 10000000 mM? is, 

10000000 
176 

10000000 17280000000 


is dus RN TIE 


17280000000 _ 1 | 
B 3 RD a Daed 8178144329, 
Nu is B 178 144329 > 652 en { 563, 
De hoogte is derhalve > , Xx 562 en (5 Xx 563 


of > 281 en < 281,5 mM. 


is iedere afmeting » X te klein genomen, de hoogte 


Beide antwoorden zijn op 5 mM. nauwkeurig. 


144. A en B hebben elk eenige guldens. Ontvangt A nog 
6 en B nog 3 guldens, dan verhouden zich hunne gul- 
dens als 3:4. Geeft A echter 12 en B 7 guldens uit, 
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dan verhouden zich hunne guldens als 3:5. Hoeveel 
guldens heeft elk? (Beredeneerd oplossen.) 
(Hoofdakte ex. Assen, 1899.) 


Oplossing. 


Ontvangt A f 6 en B f 3, dan heeft A : van de ver- 
groote som geld. Geeft A f 12 en B f 7 uit, dan heeft A 


3 . 
= van de verkleinde som. 


8 
Die sommen verschillen f 28, terwijl de bezittingen van A 


f 18 verschillen. Daar - van de vergroote som gelijk staat 


3 : 5 
met 7 van de verkleinde som, vermeerderd met f 12, is 


ze van die verkleinde som f 6, diezelfde som f 112, waarvan 


A f 42, B f 70 heeft. Eerst hadden zij dus f 54 en f 77. 
Tweede oplossing. 


Krijgt A f 6 en B f 3, dan staat het geld van A tot dat 
van B als 3:4. Die verhouding blijft als A f 18 en B f 24 
uitgeeft. Daar B maar f 10 vermindert, wordt de verhouding 
als 3 : 5. Elke verhoudingseenheid geldt dus f 14. A heeft 
dus 3Xf 14 +f12=fb4enBb5bxfl4fT7=f ii. 

M. Simons. 


145. Men vermindert elken term der eerste reden eener even- 
redigheid met 6 en elken term der tweede reden met 7, 
De resten vormen in dezelfde volgorde eene nieuwe even- 
redigheid, van welke de som der voorgaande termen 13 
en de som der volgende 26 is, Bepaal de eerste even- 
redigheid. 
(Hoofdakte ex, Assen, 1890.) 

Oplossing. 
Zij a:b—=e:d de evenredigheid, dan is 
(a — 6): (b —6)=(e —7):(d— 7) 
waarin (a — 6) + (c—7)=13 en (b — 6) + (d — 7) == 26 
of ade=m=26 en bd=39, 
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Ook is SDN 


en (a —b): (e—d) = (a — 6): (ce — 7) 

dus a:c=(a—6):(e—7) 

waaruit GMT SAUS TOO RO sr EN: 
Maar a J-c=—= 26, dus a=12 en b—=14 

en bJ-d=39, dus b—=18 en d—= 21, 


zoodat 12:18 14:21 de gevraagde evenredigheid is. 


146. Twee plaatsen, X en IJ, liggen 25 KM. van elkander ver- 
wijderd. ‘'s Morgens 6 uur vertrekt A en 6 minuten over 
half zeven B uit X naar IJ, de eerste met eene snelheid 
van 5 KM., de laatste van 6 K.M. per uur, Hoe laat 
is het, wanneer B evenver van A als van IJ verwijderd is ? 
(Hoofdakte ex. Assen, 1890.) 





Oplossing. 
X 3 18 IJ 
| | Ln 
À AB A B 


Als B uit X naar IJ vertrekt, heett A 36 min. of 3 KM, 
geloopen. B haalt A per uur 1 KM. in. Na 3 uur heeft B 
dus A ingehaald. B heeft dan 3 X6 KM. = 18 KM. ae 
zij moeten dan nog 7 KM. loopen om in IJ te zijn. 

Î uur later is B nog 1 KM. van IJ af en A tevens 1 KM. 
vooruit. Dan is dus B evenver van A als van IJ verwijderd 
en heeft dan in het geheel 4 uur geloopen, zoodat het dan 
6 min. over half elf is. 


Tweede oplossing. 
X RE IJ 
| 
| 


We nemen een derden persoon C aan, die 's morgens om 
6 uur juist zich op het midden van den weg bevindt, en met 


eene snelheid van 2; KM. (de helft van die van A) naar IJ 


gaat. Deze persoon zal zich altijd op het midden van den af- 
stand van A en IJ bevinden. Het is dus de vraag, wanneer 
B dezen derden persoon inhaalt, C is reeds den halven weg, 
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1 
5 KM. voor en hij heeft een half uur en 6 min. of 


9 
= uur geloopen als B begint. Hij is dus in het geheel 


5 
1 Ro Ô 
125 KM, + EX 3 KM, =14KM: voor als B begint, Deze 


doet 6 KM. per uur en haalt dus elk uur 35 KM. in, na 4 


uur heeft hij C dus ingehaald. Het is dan 6 min. over half 
elf. We dienen nog te onderzoeken of dan ook reeds meer 
dan de weg mocht zijn afgelegd. Dit is niet het geval. In 
die 4 uur heeft B 24 KM, afgelegd. G. Worpa. 


147. Bepaal (zonder van log. gebruik te maken) den zesde- 
machtswortel uit 32 tot op 1000 der eenheid nauwkeurig. 
(Hoofdakte ex. Assen, 1890.) 

Oplossing. 


B32—=B 32 B 5656854249 1,781 … 
5-32 == 1,7817986. 


Tweede oplossing. 





Birr eh 
B32 =P 64 — 32 =P 64 (i=i)= al/1— dze (1-5) 
Volgens de binomiaal an is 
55 955 
(is) =2(t oi zn neme end) 


1 935 
BRE En Harst. sloten 


… (a—b)? _ (ce —d)? 
148. Als gegeven is: arr dn hoe zult ge dan 

daaruit bewijzen a:b=ec:d. 
(Hoofdakte ex, Assen, 1890.) 
Oplossing. 

(ab)? _(c— d? 

a? pr b2 Tes L 2 dh d2 

De Vriend der Wiskunde, Vl, 9 
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of __(a—b)? : (a Hb?) — (c—d)? s (c2Jd?) 
(a? —2abdb2) : (a? +2) — (2 —2ed dd?) : (2 Hd?) (1 
Zab : Zed — (a? Jb?) s (c2 Hd?) 
(a2H2abb?) : (a? —2abt-b?) — (Cc? HLedd?) s(c2—2edJ-d?) 
(atd): (a) — (Hd) : (ed) 
2a: 25 AG : 2d 
a: b ed | :d 


Tweede oplossing. 

(a Dieleerm 
ar db ec? Hd? 
(e2 Hd2) (a — B)? — (a? +2) (e — d* 


Uit volgt 


en hieruit Qab (ec? Jd?) — ed (a? H b°) 

of abe? — beed —=a?ed — abd? 

of be (ae — bd) — ad (ae — bd) 

waaruit | ad—=be en a:b—=ce:d. M. Simons. 


149. Een vierhoek ABCD met inspringenden / D door rechte 
lijnen uit het hoekpunt A getrokken, in gelijke deelen 
te verdeelen, zóó, dat van een of meer der deellijnen 
een gedeelte buiten den vierhoek valt. (Dit wordt ge- 
vraagd naar aanleiding van no. 457 in De Vriend der 


Wiskunde IV, blz. 230). ZA 
Oplossing. 
Lt 5 S 1. Zĳ ABCD de gegeven vier- 


hoek, waarvan / D inspringend is. 
N Trekt men AC, door D eene lijn 
FEDF//AC en vervolgens de lijn AE, 
zoo is A ABE == vierh. ABCD. Men 
heeft bij den vierhoek eerst A ACD 
gevoegd en daarna A ACE er afge- 
B nomen. 

Was gevraagd vierhoek ABCD in 
vier gelijke deelen te verdeelen, zoo 


neemt men BH -—= HI = IK = KE; BE en trekt AH, 
AI en AK. AH en Al zijn nu twee der gevraagde lijnen, 
want Ä ABH == vS AH i AN ABE — 3 vierh. ABCD, 
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De lijn AK valt ten deele buiten den vierh.; A CLK is 
dus grooter dan een vierde deel van den vierhoek. De vraag 
is dus nu: Uit A eene lijn CKL' tetrekken, zóo dat A CK'L' 


—i ABCD. (K’ en L’' zijn niet in de figuur aangewezen.) 


Trekt men echter BD en uit A de lijn AM//BD en het ver- 
lengde van CD in M snijdende, verbindt men B met M, zoo 
is A BCM — vierh. ABCD. Uit A moet dus eene lijn ALK’ 


getrokken worden, zóo dat A CK'L/ —= „BCM. Vraag 149 is 


dus teruggebracht tot een bekend vraagstuk, dat voor het 
geval, dat A binnen / BCM ligt o.a. opgelost is in J. Ver- 
sLuYs, Handboek der Meetkunde, dl. IV, $ 25 en in „De 
Vriend der Wiskunde”, dl. III blz. 103. Beide oplossingen 
‚zijn algebraïsch, wij laten hier nog eene bekende oplossing 
volgen voor het geval, dat het gegeven punt buiten den ge- 
geven driehoek ligt en men eene verdeeling van den driehoek 
in twee gelijke deelen wenscht. De lezer kan, met behulp 
van grootere figuren, dan in dit Tijdschrift kunnen worden 
opgenomen, die oplossing toepassen op vraagstuk 149, ook 
in het geval, dat meer dan een der lijnen AH, Al enz. ten 
deele buiten vierhoek ABCD valt. 

S 2, Door een punt buiten een driehoek eene rechte lijn te 
trekken, die den driehoek in twee gelijke deelen verdeelt. 
Oplossing. 

Zij in fig. 2 gevraagd uit P eene 
lijn te trekken, die den driehoek 
ABC in twee gelijke deelen verdeelt, 

a. Verander de helft van A ABC 
in een parallelogram, waarvan P 
op het verlengde van een der zij- 
den ligt, 

Daartoe gaat men als volgt te 
B werk : 

1. Maak BF — CF en trek uit P eene lijn PDE // BC; 
2, Trek DF en uit A eene lijn AH//DF ; 





1 
8. Trek DH, dan is A BDH= A BAF =5 A ABC; 
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4, Maak BI—=IH; 
5. Trek IK //AB en verleng DE, totdat zij IK in K 


1 
snijdt, dan is par. BIKD = A BDH ==; A ABC en het punt 


P ligt op het verlengde van KD. 

b. Uit P moet nu eene lijn PQR worden getrokken, zóo 
dat A QBR== par. BIKD. Denkt men zich deze lijn gevon- 
den, zoo moet: vierh. DKNQ == A INR of 

A PKN — A PDQ == A INR. 
Deze drie driehoeken zijn gelijkvormig dus 
ABPKN zAEDO ::A INR SPK? PDA ELK: 
of (A PKN — A PDQ): A INR =(PK? — PD?): IR?, 
dus IR? —= PK? — PD?, 

Hieruit volgt het 2de gedeelte der constructie: 

6. Beschrijf op PK als middellijn een halven cirkel; 

1. Maak PL =PD en trek KL, 

8. Maak IR=KL en trek PR, dan verdeelt deze lijn 
A ABC in twee gelijke deelen. 

Aan den lezer ten slotte de vragen : 

1. Hoe handelt gij als IR > IC blijkt te zijn ? 

2. Hoe zoudt gij van A ABC een driehoek afsnijden gelijk 


Ee 7 enz... Ee gedeelte van A ABC of ook een driehoek van 
gegeven oppervlak ? B. W. M. 


150. In welke talstelsels geldt het kenmerk van deelbaarheid 
door 3, dat wij voor het tientallig stelsel hebben opgegeven ? 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br., no. 51.) AS 
Oplossing. 

Het kenmerk van deelbaarheid door 3 in het tientallig stol- 
sel berust op de eigenschap, dat het grondtal — 1 door 9 deel- 
baar is, waardoor alle termen der schaal met de éénheid ver- 
minderd door 9, dus ook door 3, deelbaar zijn. 

In alle talstelsels, waarvan het grondtal met de éénheid 
verminderd een 3-voud is, geldt dus hetzelfde kenmerk, d. i. 


in die, waarin het grondtal begrepen is in den vorm 3 +1, 
d.i, in * 4-, 7-, 10-, 13-,... tallig stelsel, 
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151. Het getal 2 x32 XxX 53 Xx 75 Xx 11% heeft 718 deelers. Hoe 
groot is z en hoe groot de som der deelers ? 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br., no. 52.) À. 
Oplossing. 
Het getal heeft 718 deelers, waarbij het getal zelf noch de 
eenheid zijn meegerekend. Dus 
LDH 1) (816 + D (e +1) = 720 
2,3.4.6.r-2.3.4.6 == 720 
144 rv —=516 en wv =4. 
De som der deelers is dan 
gl 33 Bil Te 1151 
RL Pl ll ek 
=—= 38.13.156. 19608. 16105 
=25,33,5, 132 .19.43,3221 — 1921247134560. 
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GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 621-640, 139—151, natk. vrgst. 31—34 zijn 
ingezonden door : 

B. 621, 622, 624—629, 631, 638; 144, 148, 149, 

H. Bartels, 629, 630, 632—639 ; 139—148, 150, 151. 

Bas, 621, 622, 624-—630, 632-639; 139—142, 144 —146, 
148, 150, 151. 

IJ. de Boer, 622, 626, 628, 630, 632—639; 140, 141, 144 —146, 
148, 150; natk. vrgst. 31—33 (2e vraag fout). 

B. ten Broecke Hoekstra, 622, 626, 630, 632—634, 639. 

C. A. Bueninck, 622, 626, 630, 631; 139—142, 145, 146, 
148, 150, 151. 

G. H. Coops, 621—639 ; 140—150. 

W. H. Deelman, 621, 624, 626, 630, 632, 633, 635—639 ; 
139—148, 150, 151, natk. vrgst. 32, 33 (half af). 

P. Dekker, 139—142, 144-148, 150, 151. 

A. v. d. Dries, 621, 622, 624—640 ; 139 —148, 150, 151. 

W. Gabrielse, 623, 624, 627—635, 637—639; 189—151. 

A, 149. 

H. Gouwentak, 621—639; 139—142, 144—148, 150, 151; 
natk. vrgst. 81, (32 cijferfout). 

E. C. K, 622, 624, 626, 628, 630, 632—635, 639; 139—142, 
144-148, 150. | 

L., 630, 637, 639; 140, 145, 148, 150, 151. 

M., 621—639; 139 —151. 

W. Meier, 621—640. 

F. de Munnik, 622, 624, 626, 629-636, 639; 139—142, 
145 —148, 150; natk. vrgst. 32, 34, 

J. Oosterhuis, 622, 624, 626, 629—640; 139—148, 150, 151. 

M. van Overeem, 621 - 640. 

P. H. v. Roozendaal 621—640, 

M. Simons, 621—635, 637—640; 139—148, 150, 151. 

Joseph Smeets, 622, 625, 629, 630, 632—634, 639, 640. 

H. Verkaart, 621—636, 638—640. 

D. A. Vermeulen, 622, 624, 625, 626, 628—640 ; 139—148, 
150, 151; natk. vrgst. 31, 32, 34. 

J. A. v. d. Veer, 621—635, 637—640; 139—151; natk. 
vrgst. 32, 33 (2e vraag fout), 
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v. d. Wal & Verborgh, 621—640; 139—148, 150, 151; natk. 
vrgst. 32, 33 (half af), 34. 

Th. W. v. d. Woude, 621—624, 626—628, 630—640. 

S. Abramsz, 621—624, 626—628, 630—640. 

L. IJntema, 621—628, 630—639. 

A. Zuiderveld 621—626, 628 —640. 


Een mondeling examen. Hoofdakte. Amsterdam. 1890, 


Rekenen, Vormleer en Wiskunde. 

Eerst een som uit ’t hoofd. De gegevens mochten opge- 
schreven worden. Geg. a:b=—=e:d te Bew. a? —b?:c* —d? 
—a? —ab: ec? — ed, 

Is de verhouding van a en b en a* en b° dezelfde ? 

Wat is eene verhouding? Afhankelijkheid, recht en om- 
‚gekeerd. Waarbij komt sam. evenr. te pas ? 

Wat is een tiend. breuk? Wat rep. zuiver opg. en gemengd ? 

Hoe bepaalt men ’t aantal niet rep. cijfers? Welke breuk 
121 
384 
verschil bedragen? Welke beteekenis hecht go aan VII? enz. 

Zuivere definities van een parall., prisma en piramide. Van 
een piramide snijdt men door een vlak eveuw, aan 't grond- 


geeft (2) in ’t 12tall. stelsel? Limieten. Hoeveel kan dat 


vlak een deel, zoodanig dat ’t afgesneden deel =t der pira- 


mide. Hoe verhouden zich de hoogten van de eerste cn laatste 
piramide? Hoe de grondvlakken? Hoe de inhouden? Con- 
strueer een reg. achthoek, als de zij gegeven is (sonder cir- 
kel) enz. 

Wortelgrootheden — gelijksl, en gelijksoortige. 

Dj 

Welke kan men samentellen? Hoe kan a ® ontstaan zijn ? 

Gegeven een lijn en een punt. Te constr. een cirkel, die 
door 't punt gaat en de geg. lijn aanraakt. Hen lijn lood- 
recht te halveeren. Geg. R; de zij van ingeschr. 8 h. in R 
uitdrukken. (Geen gebruik maken vau de zij ing. 2n. hoek.) 
Twee AA met gel. hoek verh. zich als de producten van de 
zijden om dien hoek, Bew. enz. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Augustus 1891 franco 


661. 


662, 


663, 


664, 


666, 


667. 


668, 


bij den Redacteur A. J. van Breen te Arnhem 
worden ingewacht. 


Prijsopgaven, 


Op te lossen: 4? (— # J- 24) =p? (@ + 24) en 

vy—=g? (we J- 24). P. J. Bos. 
Een gelijkbeenigen driehoek te construeeren, als de af- 
standen van het middelpunt des ingeschreven cirkels tot 
de hoekpunten gegeven zijn. Bereken daartoe eerst den 
straal van dien cirkel. P. J. Bos. 
Beschrijf in een geliĳkzijdigen A een anderen, wiens 
zijden loodrecht staan op die van den eersten. 

In een ruit met een / van 60° is een gelijkzijdige A 
beschreven, zóó, dat een der zijden evenwijdig loopt 
aan de langste diagonaal. Bereken de verhouding der 
oppervlakten van de ruit en den A ? 


. Op de zijden van een kubus als grondvlakken staan rechte 


pyramides. Bereken den inhoud van dit lichaam, als 
zijn hoekpuuten op het oppervlak van een bol liggen en 
de ribbe van den kubus —=a is. 

In een cylinder staat een regelmatig achtvlak, zóó dat 
een hoekpunt van het achtvlak samenvalt met het mid- 
delpunt van het grondvlak en een ander met het mid- 
delpunt van het bovenvlak, terwijl de overige 4 hoek- 
punten in het ronde oppervlak van den cylinder liggen, 
Bereken de verhouding van den inhoud van den cylinder 
tot dien van den bol in het achtvlak beschreven. 

Drie personen A, B en C, respectievelijk 20, zen 30 jaar 
oud, moeten f 555 verdeelen in omgekeerde reden tot 
hunnen leeftijd. Ze begrijpen dit verkeerd en verdeelen 
in verhouding van 30, en 20, waardoor A f 3 minder 
ontvangt dan hem toekomt. Hoe oud is B? 

Door een bepaald punt eene lijn te trekken, die een 
gegeven cirkel zoodanig snijdt, dat de loodlijnen uit de 


669, 


670, 


671, 


672, 


673, 
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snijpunten op eene gegeven lijn neergelaten eene gegeven 
som hebben. 

(Perersen, Meth. & Theor. no. 23). L.J. Murrrr. 
Men moet twee breuken op elkander deelen; doch ver- 
wisselt in de tellers hetzelfde cijfer met een ander. Door 
de verwisseling in het deeltal alleen zou het quotient 


15 maal kleiner, door die in den deeler alleen be 
maal grooter zijn geworden. De geheele uitkomst ver- 


schilt 5e met de ware, terwijl het product der breuken 


338 is. Zoek de breuken en het verwisselde cijfer. LL, 

In een regelmatigen zeshoek een vierkant te construeeren 
dat met zijne hoekpunten in 4 der zijden rust, en de 
zijde van het vierkant te berekenen, als de zijde van den 
zeshoek = a gegeven is. J. C. Eerr. 

(J.C. Eerer, Nieuwe verzameling vraagstukken), bl. ?, no. ?) 
Stelling. Nadat de zijden van een geliĳkzijdigen driehoek 
elk in 3 gelijke deelen verdeeld zijn, wordt uit ieder 
hoekpunt naar de overstaande zijde een lijn getrokken , 


waardoor , denzelfden weg omgaande, telkens : van den 


driehoek wordt afgesneden. 

Bewijs dat de drieh, door de drie deellijnen ingesloten 
ook gelijkzijdig is; 

en bereken de verhouding van den inhoud van dezen 
drieh. tot dien van den geheelen. 

Is hieruit ook eene berekening af te leiden voor het 


geval, dat elk der deellijnen E gedeelte van de overstaande 


zijde afsnijden ? J. C. Eerr. 
(J. C. Beer, Nieuwe Verz. Vrgst. $P no. ?) 

Als men door het hoekpunt A van een parallelogram 
ABCD eene willekeurige snijlijn AEF trekt, welke CD 
in B en het verlengde van BC in F' snijdt, is de recht- 
hoek DE BF constant. 

Op eene spoorbaan liggen evenwijdig 3 paar rails, waarop 


674, 


675. 


676. 


677. 
678, 


679. 
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zich de treinen A, B en C resp. 60, 75 en 90 M. lang 


bewegen. A en C komen elkaar tegen en hebben 3» 


min. noodig, om elkander voorbij te stoomen. B en C 
loopen in dezelfde richting. A heeft 7 van de snelheid 
van B, en deze heeft, na C ingehaald te hebben, 


Ì 
ie min. noodig om hem geheel voorbij te komen. Hoe 


groot is de snelheid in M. per minuut van iederen trein ? 
Bereken de waarden van rz en y uit: 


5 1 1 1 1 
en sey Je zv == 20, 5e? + ley - bla ie 


Van de verg. #2 J- Pr J-4=—=0 is een wortel 
| 


Id 1 
(aa! Hil X(a15 271) ‚ Bepaal P. 


Welk kapitaal moet iemand à 4 °/, uitzetten, om 20 

jaren lang aan het einde van elk jaar een inkomen van 

f 1000 te kunnen trekken ? 

(e- tt 19 (2 +1) 
EFD 

Bepaal de som en het aantal der getallen, die kleiner 

zijn dan 75600 en relatief-priem hiermee. 

(J. VersLuijs, Deelbh. en Rep. br., no. 7). 

Als a en b twee onderling ondeelbare getallen zijn, be- 


Bepaal « uit: == 0,01. 


wijs dan dat, als men elk der termen der reeks 


680. 


a, 2a;, 3a,.... (b—1l)a 
door 5 deelt, de som der verkregen geheele quotienten 
gelijk is aan 


5 (a—)(b—1). 
24 ane 15n — 31 is deelbaar door 225. Bewijs? 


DRUKFOUTEN. 


Blz. 88 en 92, 15 Juli moet 15 Juni zijn. 


„ 


n 


33 vrgst. 32 r. 4 staat 24, lees 0,24. 
OE OTE dn ee 
TD mn der KO Ln Re 


164. 


165. 


166. 


167, 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Een vierhoek te construeeren , als gegeven zijn de projec- 
ties van het snijpunt der diagonalen op de vier zijden, 
(Perersen , Meth. en Theor. opl. mtk. vrgst., no. 102). 
Als van een gezelschap heeren en dames, de heeren ter 
voldoening der gezamenlijke vertering elk zooveel kwartjes 
bijdragen als er heeren zijn is de vertering betaald en 
kunnen de dames elk een kwartje krijgen. Als de dames 
elk zooveel dubbeltjes betalen als er heeren zijn is de 
vertering betaald en de heeren kunnen elk een dubbeltje 
krijgen. Hoeveel heeren en hoeveel dames waren er? 
(Het liefst eene rekenkundige oplossing). 

Construeer een driehoek, als de grondlijn gegeven is in 
stand en in grootte als het verschil der grondhoeken 
gegeven is, en het toppunt op een gegeven lijn moet 
liggen. L. YNTEMA. 
J. VersLuijs, Meth. Opl. mtk, vrgst. Gem, Vrgst. no. 62). 


Rekenkunde. 
Een graanhandelaar verkoopt zijne rogge à / 7,— den HL. 


en wint, daar de rogge gekrompen is, 16 ol. Ware 


| 


de rogge niet gekrompen, dan zou zijne winst 20 °/, 
geweest zijn. Wat is de inkoop per HL. en hoeveel is 
de rogge van het honderd ingekrompen ? | 

Stel, dat een leerling bovenstaand vraagstuk op de 
volgende wijze oplost : 


Hij wint ies), of E van den inkoop. Was de rogge 


‘ 1 
niet gekrompen, dan had hij 20°, of z van den inkoop 
gewonnen. Door het krimpen is dus verloren gegaan 
1 
B e= Te der partij. De partij is dus 50 X UN 


35 °, gekrompen. Hij wint 5 van den inkoop en ont- 


168. 


169, 


170. 


171. 


172. 


J.! 
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vangt per HL. f7,—. Deze verkoop is 5 maal de in- 


koop. De inkoop per HL. is dus fil fbr 


Maak hem duidelijk, waarom die oplossing foutief is. 
(Verg. ond. Middelburg, 4 April 1891). v.d. W.& V. 
Onderzoek de voorwaarden, onder welke de sommen 
van de overeenkomstige termen der twee evenredigheden 
a:ar==b:bren c:cep =d: dp eene nieuwe evenredigheid 
zullen vormen. v.d. W.& V. 
(Verg. ond. Middelburg, 4 April 1891). 

Indien P het gedurig product is van de n termen eener 
meetk. reeks, $ de som dier termen en S, de som der 


„omgekeerde termen, bewijs dan, dat men steeds heeft: 


S \% 

Pril 5) v.d. W. & V. 

(Verg. ond. Middelburg, April 1891.) 

Bewijs, dat de GGD van 2 getallen ook de GGD is van 
de som en het KGV dier getallen. ve AEWE SS 

(Verg. ond. Middelburg, April 1891.) 

Hoe groot een ondeelbaar getal p ook zij, altijd is er 
een ondeelbaar getal g denkbaar, dat grooter is dan p. 
Bewijs ? vard.WESCV 

(Verg. ond. Middelburg, April 1891.) 

Het getal 3842 is het product van 34 en 113, terwijl 
deze factoren ieder de som zijn van twee kwadraten, 
nl. 32 +5? en 7? +82. Bewijs, dat 3842 op twee ma- 
nieren kan gesplitst worden in de som van twee kwadraten. 
(Verg. ond. Middelburg, April 1891). vd Vin Sco Va 


CORRESPONDENTIE, 
Vraag beantwoord 


VaN DEN Bere's Tafels voor de scholen, welke in 


N. L. W. A. GRAVELAAR, Vraagstukken ter oefening in het 
Meetkundig rekenen bij de oplossing der vraagstukken worden 
aanbevolen, zijn verkrijgbaar bij Brom & Outviersr te Culom- 
borg à f 0, 30. 
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Berekeningen en onderzoekingen omtrent de bissectrices 
van de hoeken eens drieheoeks. 
Door P. J. BOS. 


1. Als bekend wordt verondersteld, 
dat de bissectrices van de hoeken eens drie- 
hoeks door één punt gaan, en de zijden 
in stukken verdeelen, evenredig met de 
aangrenzende zijden. 

Stellen wij BC = a, AC = ben BC =e, 
zoo is dus: BD:CD—=c:b 

(BD +CD):(bH-c)=BD:e=CD:5 
waaruit volgt: 





BD =S en Ds 0 
2. Zij verder BD =m, CD —=n, de projectie van AD op 
BC =p, en AD ==, zoo is 
in drieh, ACD: B? =z? dn? —2np 
en „ »„ ABD: c?=a? Jm? + 2mp 
waaruit volgt door eliminatie van p: 
mb? + ne? = (mn +-n) a? H mn? H- mn 
of, daar b:e=n:m, dus bm =en, 
ben + bem = (Mm J- n) 2? + (m + n) mn 
(m + n) 2? = (1m + n) be — (Mm H- 7) mn 
x* =be — mn 
dus: Het kwadraat van de lijn, die een hoek van een drie- 
hoek middendoordeelt, gerekend tot aan het snijpunt met de 
overstaande zijde, is gelijk aan het product van de omliggende 
zijden verminderd met het product van de stukken der 3e zijde. 
Alzoo is, als wij gebruik maken van (1), en noga Jb +-c 
— 2s stellen : 
a?be _—_ bel (b + Ce)? — a? } 


LNA IN ee en eN AED 
(b c)? (b Cc). 
_bclatbdeo)(—atbte) 4bes(s — a) 
TTET TN AN 
WoO BEA got 0E 0 $aós (4 0) | 


GRE 


abe? ___ 4abs (s — Cc) 


EE ACE | 
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3. Uit de figuur is gemakkelijk aan te toonen, dat in een 
gelijkbeenigen driehoek 2 bisseetrices gelijk zijn. Uit AB = AC 
volgt namelijk direct BE —= CF, omdat dan A ABE „ A ACF. 

Is omgekeerd gegeven BE = CH, dus BE? = CE, zoo heb- 
ben wij volgens de formules (2): 

ORO 3 abc? 
CE 0 CE DE 

aci (ade)? — b? (a +5)? = abt (a JB)? — C°? (a HC)? 
of gedeeld door a(a +b Jc), welke vorm niet = 0 kan zijn: 

c(a—be) (atb)? =b(a Hb —e) (a +)? 

Deze gelijkheid laat zich herleiden tot 

(B —e)|(a? + be) (a Jb He) J 2abe} =0, 
zoodat, daar de 2e factor van het lelid positief is, 5 — e= 0 
of b==c moet zijn, dus: Ken driehoek is gelijkbeenig , als de 
bissectrices van 2 zijner hoeken gelijk zijn. Waaruit weer 
volgt: De lijnen, die 2 ongelijke hoeken van een driehoek 
middendoordeelen, gerekend tot aan de snijpunten met de 
overstaande zijden, zijn ongelijk. 

4. Trekt men uit C evenwijdig aan DA delijn CP, die net 
verlengde van BE in Q en dat van BA in P snijdt, zoo heeft men : 

AOGODE POE OOSS PE BO beek 0) eeen 

Daar b Jc a, zoo isook AO > OD, dus: De stukken eener 
bissectrice in een driehoek zijn steeds ongelijk, terwijl het 
grootste stuk aan het hoekpunt des driehoeks grenst. 

Door middel van de evenredigheid (3) kan men verder ge- 
makkelijk de stukken, waarin de bissectrices elkander verdee- 
len, in de zijden des driehoeks uitdrukken, ed 


dd 
AO = XAD en OD= —_——_—-— X AD 
adbte ai 
dus volgens de formules (2): 
wi (b He)? 4bes(s — a) _ be (s—a) 
Tdh (ae)RO Ee il8 
a? 4bes(s — a) _ a°be (s — a) 





ODE ED 
Evenzoo vindt men : (4) 
_ac(s—b). _ ab?e(s — b) 
dn TR en 
„_ 4b(s—c). 2 be? (3 — Ce) 
cor OPE 
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Hieruit leidt men de volgende belangrijke betrekkingen af: 
OBO: > CO be ade add 
le. DtBEtor= TEE TE 
UD OR OF 7 a b c 


ie AD * BE OUR Wa Ore ban 








AD 
Opmerking. Deze 2 betrekkingen gelden ook, als O een 
willekeurig punt binnen den driehoek is. 


2b2e? (s— —C) (s—=c) 2h2r2T2 
BNO BOS Ondo E To) (5-0) (Sr) alb EIL 


s3 s* 
waarin I den inhoud des driehoeks voorstelt; 
dus AO x BO x CO = 
of, als men de stralen R en r der om- en ingeschreven cir- 
kels invoert, en in aanmerking neemt, dat R == on SUN Es is: 

A ORS td CNES EE zer R. 

be (s— be (s— 

do. a. AO* 4D. BO? +c.C0* = 2E BEE PED En 


abe ae an abc Ee) Ere 
5. Trekt men uit F,O, A en E evenwijdige lijnen, bijv. 
loodlijnen , naar BC, zoo is 


FH:OI=EFC:0C =(a db 4e): (a 4-6) 


_Gö+C EE. add { 
dus Beene Re 0 
Evenzoo : oi; OI of et dee 1 


zo BEER SOL 
AK: OD; OD Sr eneen 
ng a 1 
dus Ares SOLO of Ee 2 +00 
1 __ad-bke 


waaruit volgt: LE KKT =d 


8 gat ao Sar Hor 

6. Stelt men zich de vraag, om uit de bissectrices van de 
hoeken eens driehoeks de zijden te berekenen, zoo stuit men 
op het onoverkomelijke bezwaar, om 3 vergelijkingen van den 
4en graad, volgende uit de formules (2), op te lossen. 
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Eenvoudiger wordt de kwestie, als de grootste stukken der 
bissectrices gegeven zijn. Zijn die stukken Pp, gen r, en de 
zijden des driehoeks z#, y en z, zoo heeft men volgens de 
formules (4): 


Ve Ee En Ge On eN: 
Bernt oek y aren did (5) 
En) 
WERD tr 2e 


De oplossing dezer vergelijkingen leidt tot die eener verg. 
van den 3en graad met 1 onbekende. Wij schrijven daartoe 
de le verg. onder de gedaante 


gelet ye) =p? (2 dy He) H 2aye of 


2xyz 2 
Hd en en of ge =p? + i ï i 
ei Je 


1 1 
Stellen wij On A — == y en y=? vane veder (0) 


st 2 
en mm 2 Te 
zoo gaat de verg. over in =p Le Ze 
Evenzoo handelen wij met de 2 andere vergelijkingen; wij 
hebben dan 


1 2 1 2 


SED Arrr) sE dor; 
z been VA rtyes 
Een G I 
z ry +2 


1 Tk 21 

tf =p gt; BRT =p.—rt en p°vdg2y trg 
1d 

LE EL 

Gn ent a a Ont) 

Honte v Si LC v 

SST heet) 


De substitutie dezer waarden in p°x'H 2! + r22 = 1 
levert een volledige 3e machtsvergelijking in a’. Heeft men 
deze opgelost (wat altijd kan geschieden), zoo volgen gemak- 
kelijk de waarden van 4’ en @, en vervolgens uit (6) die van 
‚yen 2. 

Voor het geval dat q =r, dus BO= 0 is, isy’ == en 
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y==z2; drieh. ABC is dan gelijkbeenig. Wij hebben dan de 
2 vergelijkingen 


ed Tv 2 Lg rdma 
2q°' 
NE eme 
dus pa J- (Ered eel 


per — pp? —g®) er? Hr =p? — 9) 
Pip Ze Far 1=0 
1 1 
adel a (Pag?) ON CT 


IN el 1 
7 =z Ha) Erg (22 4 0°)2 — p° (2 — 97) 


1 1 
=zCp +97) Erg (Bp? +9?) (8) 


Verder : 
ED GELS . hd 
Br ë En 
1 1 
lag’ E35 Aton 0 Jas ne er 


terwijl dan volgens (6) 4? == 7 en n= is. 


Blijkens (8) zijn de wortels van verg. (7) altijd reëel. Voor 
PQ zijn zij beide positief, terwijl dan de 2e waarde van 


= negatief wordt. Is daarentegen p <q, zoo wordt de 2e 
waarde van 7 negatief. Daar nu rz en y pos. waarden voor- 
stellen, zoo moeten ook 7 en 7 positief zijn. Men heett dus 
alleen y= 5 @p? 49°) + 5 gr (8p* + 9°) 
en y= 1” Ee qgv (Sp? + 9°). 

Uit de le verg. volgt: 


1 
yv zl tav Bp? + 9°)| 


en uit de 2e na behoorlijke herleiding 
De Vriend der Wiskunde, VI, 10 
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8 : | 
e= Pt tt Ha (BD HIN. 
Wij hadden ook rechtstreeks & en y kunnen oplossen uit 
de vergelijkingen 
ge (er HW) =p? (we J- 24) en Ty =g? (e+ 29) 
die men verkrijgt, door in (5) r=gq en z == y te nemen. 
s Hertogenbosch, April 1891. 


Mondeling examen van een candidaat voor de hoofdakte 
te Amsterdam in 1890, 


Rekenen (45 min. met Vormleer samen). 
Uit het hoofd te berekenen: 


A en B hebben samen f1184. Als A 5 van zijn geld uit- 


1 
geeft, en B 5 van 't zijne, dan houdt A 2 maal zooveel over 


als B. Hoeveel had A oorspronkelijk ? 

Wanneer is een grootheid a afhankelijk van een grootheid 
b? Wanneer is a evenredig, wanneer recht evenredig, wan- 
neer omgekeerd evenredig met 5? Wanneer is a samengesteld 
evenredig met b en c? Hoeveel onderling onaf hankelijke 
grootheden komen er voor in de evenredigheid a:b=—=e:d? 
Breng in woorden 


EN OE 
Et 


Wanneer zal : hierbij gelijk zijn aan de tweede macht van 


53 wanneer gelijk aan de derde macht daarvan ? 


Wat verstaat men onder 197? Bepaal #7 tot op } nauw- 
keurig? Kan de derdemachtswortel uit een geheel getal ooit 
een repeteerende breuk zijn? Wat is de limiet van een on- 
nauwkeurig getal ? 

Als a een oneven getal en tegelijk geen drievoud is, dan 
is a? — 1 een 24voud. Bewijs dat. 


Als gegeven zijn a:b=e:d en 3 derbi zc: d bereken 
dan 5, 
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Welke eigenschappen der evenredigheden hebben betrekking 
op twee evenredigheden ? 


Vormleer. 


Wat iseen prisma, een recht prisma, cen rechthoekig prisma, 
een scheef prisma, een parallelepipedum? ‘Wat is van een 
scheef prisma de loodrechte doorsnede? Bewijs, dat de op- 
staande zijvlakken parallelogrammen, en dat grond- en boven- 
vlak eongruente veelhoeken zijn. Hoe berekent men ’ zijde- 
lingsch oppervlak van een scheef prisma ? Bewijs, dat de 
diagonalen van een parallelepipedum elkaar in één punt sniĳ- 
den? Wat is een pyramide? Wat is een regelmatige pyra= 
mide? Van een pyramide zijn gegeven ’t grondvlak en ’ voet- 
punt der hoogtelijn ; construeer ’t netwerk. Wat is een kegel ? 
Welke figuur beschrijft bij wenteling om een zijner zijden een 
rechten cirkelkegel ? 


Wiskunde (45 minuten). 
a. Algebra. 


Wanneer ontstaan gebroken, wanneer negatieve exponenten ? 
Bewijs, dat zij aan dezelfde eigenschappen gehoorzamen als 
de geheele positieve exponenten. Welke soorten van verge- 
lijkingen onderscheidt men? Geef een voorbeeld van identieke 
vergelijking. Welke eigenschappen hebben de wortels van een 
vierkantsvergelijking ? 


b. Meetkunde, 


Hoeveel gegevens zijn er noodig voor ’t construeeren van 
een „n-hoek? Hoeveel in ’t algemeen voor een vierhoek? Voor 
welken vierhoek zijn 4 gegevens voldoende; voor welken 9, 2 
en 1? Wat zijn in deze gevallen de overige gegevens? Con- 
strueer een vierkant als gegeven is ’t verschil van diagonaal 
en zijde? Richt in een der uiteinden van een lijn een loodlijn 
op. Als in een cirkel een koorde getrokken is, waarvan ge- 
geven is de lengte gelijk Ry” 3, bewijs dan dat die koorde de 
zijde is van den regelmatigen ingeschreven driehoek. Hoe 
construeert men lijnen, die zich verhouden alsy” 2, 1- 3, enz, ? 
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Methode van BEZOUT. 


Door middel van deze methode *) vindt men voor de twee 
onbekenden van twee vergelijkingen van den eersten graad : 
_ bie— bes _ Aje — AC, 

U ab, — a,b en y= ab EN 

In genoemd leerboek staan nog eenige opmerkingen over de 
waarden voor z en y; o.a: 

1. De noemers zijn geliĳk, indien men teller en noemer 
van de waarde voor y met — 1 vermenigvuldigt. 

2, Is de waarde voor rz gevonden, dan krijgt men die voor 
y, door de a's en b's te verwisselen, en omgekeerd. 

3. BSubstitueert men de waarden voor # en y in de beide 
gegeven vergelijkingen, dan worden deze p =p; de gevonden 
waarden voldoen dus. 

Voorts zal de lezer in het leerboek een soortgelijke oplos- 
sing vinden voor drie vergelijkingen van den eersten graad 
met drie onbekenden , terwijl hij in ’t Complement der Algebra 
van J. VersLuys op blz. 27 een aantal bijzonderheden kan 
nagaan over de tellers en noemers der waarden voor de on- 
bekenden. | 

Het is echter mijn doel niet, al staat aan het hoofd van 
dit stukje ook „Methode van Bezout”, deze methode te be- 
handelen, te meer niet, wijl zulks door den Heer J. Versluys 
op voldoende wijze geschied is. Maar gaarnò vernam ik door 
middel van dit tijdschrift, welk voordeel deze methode geeft. 
Immers alle opmerkingen over de waarden voor de onbeken- 
den staan in geen verband met die methode, terwijl die waar- 
den langs korteren weg en even algemeen bepaald kunnen 
worden. 

De volgende oplossingen zullen dat doen zien, 

a. Door optelling of aftrekking. Gegeven de vergelijkingen : 

av + by =ce(l) en ayv + biy =e, (2). 

Vermenigvuldig de leden der vergelijking (Ll) met b, en die 

van (2) met 5, Aldus: 








*) Zie: De Vriend der Wiskunde, III, ble. 206 en J. VersLuys 
Leerb, der Algebra, II, noot IF 
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abiye + bbiy = bie 
arb + bbiy = be, Afgetrokken. 


(ab, — a,b) er = bie — be, 
__ bye — be, 
EEMS 
Gebruik makends van opmerking 2, vindt men: 
_ AC — AC; 


ST abd, 








dus 





b. Door substitutie. Zijn weder de vergelijkingen : 
av +by=e(l) en a,r + b,y =c, (2). 
Uit (1) volgt: © = zl Voor (2) kan men dus schrijven: 


Aye —a,by + abjy Zac, 





of y (ab, —a,b) =ac, — ac 
be, — bye 





Volgens opmerking 2 is B Ean 


c‚ Door gelijkstelling. Neem weder: 
av + by =c(l) en av + by =c; (2). 


Uit (1) volgt: in en uit (2) e= me 
1 


c—by _ ci —biy 


derhalve: ne 
a a, 
of aje —ajby = ac, —ab,y 
of abyy — a,by = ac, —ayC 
_ AC, — AC 
of == Wed 
be, — bye 


Volgens opmerking 2 is » == oars 
Nemen we ten slotte nog één voorbeeld met drie verge- 
lijkingen van den eersten graad met drie onbekenden. 
av +- by + ez =d (1) 
a, + biyteiz=d, (2) 
act by eyed, (3) 
Door (1) met c‚ en (2) met c te vermenigvuldigen, krijgt men: 
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acie + beiy Heere =ejd 
azen +k biey + eee =d, 





Afgetrokken. 
(ac, — aj) e + (be, — bio) y =d — ed, (4) 
Door (Ll) met c, en (3) met c te vermenigvuldigen, krijgt men : 
ace J- be,y + ee,z = ed | 
ager J- bep + vez = cd, 
_____Afgetrokken. 
(ac, — aje) a HJ (be, — bo) y = Cd — ed, (5) 
Stel nu (4) = Ar + By = C 
en (5) = Az +B,y =B, 
dan vindt men volgens het voorgaande : 


_ BC, — BC ' 
Den BEE | of volgens het gestelde: 








_ be, — be) (eyd — cd) — (be, — b3e) (eyd — ed) 
EC — 440) (be, — bye) — (ac; — aje) (be, — be) 
_ breed — bejed, + bye?d, Hb, eerd H- beed, — b‚e?d, 
_—azcbe, — acybie + a, c?b, + asche, Haco e — 44C2b, 
teller en noemer door c gedeeld: 
bied — bed, + bjed, Hbreyd + bed, — bed, 





_— 4be4 — abe, + abye J-a,be, + abe, — abe 
gerangschikt 
_ dhc, — dbje, + dib,e —dbe, + de be, — d,bie- 
B abjdn Abre a,be —a4be, +a,be, — a, bye 





Ook hier geldt weder de eigenschap: „men krijgt de waarde 
voor y, door in de waarde voor # alle a’s te vervangen door 
bs, en omgekeerd; men krijgt de waarde voor 2, door in de 
waarde voor « alle a’s te vervangen door cs, en omgekeerd.” 
Alzoo is: 

_ da,c, — da,e, + dage — dae, + d‚ac, —d,ajc 
base, — ba,c, H bjage— bjac, + bjac, —b,ayc 
ci dbja, — dba, + d,bja — dba, +- d,ba, —d,b,a 
_cbja, —chza, +e,b,a — Cyba, Heba, — C,bja 

Eveneens kan men deze drie vergelijkingen door substitutie 
en gelijkstelling oplossen. Telkens vindt men dus langs een- 
voudiger weg de waarden voor de onbekenden, terwijl er, 
mijns inziens, geen methode van Bezout voor noodig is, om 
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tot de belangrijke eigenschappen te geraken, die in het meer- 
genoemde leerboek en in ’t Complement der Algebra vermeld 


staan. 
J. VAN DE SANDT. 


Schriftelijk werk van het examen tot toelating op den 
Hoofdeursus 1890. 


Rekenkunde (3 uur). 


1. Een rekenkundige vorm. 

2. Men heeft een getal van 5 cijfers. De som van het 
getal, gevormd door de twee linksche, en het getal, gevormd 
door de drie rechtsche cijfers, is deelbaar door 37. Lewijs, 
dat het geheele getal deelbaar is door 37. 

3. Een vader is thans 3 maal zoo oud als zijn zoon. Voor 
6 jaren was hij 6 maal zoo oud als zijn zoon. Hij geeft aan 
den zoon een zeker aantal knikkers (bestaande uit 3 cijfers, 
waarvan het cijfer der honderdtallen eene 7 is). Hij plaatst 
de 7 echter op de plaats der eenheden, waardoor dit getal 


' 1 
zooveel minder wordt, als 4 maal de ouderdom van den zoon 


bedraagt. Hoeveel knikkers kreeg de zoon ? 

4. Men heeft 6 gelijke breuken. Bewijs, dat elke breuk 
gelijk is aan eene breuk, die tot teller heeft: de som van de 
beide tellers der eerste 2 breuken èn tweemaal de som der 
tellers der beide volgende breuken, verminderd met de helft 
van de som der tellers der laatste 2 breuken ; en tot noemer: 
de som van de noemers der eerste 2 breuken èn tweemaal de 
som van de noemers der beide volgende, verminderd met de 
helft van de som der noemers van de laatste 2 breuken. 


Stelkunde (3 uur). 
1. Van 4 getallen, die met 2 opklimmen, weet men, dat 
de som der vierkanten gelijk is aan 5 maal het product der 


beide middelste. Welke zijn die getallen ? 
2, Bepaal tot in honderdste deelen der eenheid nauwkeurig: 


(vas +85) (33 — Be PADD XT —5) 
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3. Bepaal tot in negende deelen der eenheid nauwkeurig: 
v (11 — 2/7) 7 
vs rv2)—-v(3J-r2) AN 
4, Als a—=19 en b—=13 gegeven zijn, dan is de som der 
wortels van eene vierkantsvergelijking : 
alo — a8b2 Jatbt —atbe + a2bt —h10 
(at Ha2b? J54) (at — a2b? 4 bt) 


en het product dier UE 


[av ett (att) en slk 0,17 TN x5(e —á iyi) — zE 
Worden gevraagd de wortels dier vergelijking. 


Meetkunde (3 uur). 


1. Als van een vierhoek gegeven is, dat de som der kwa- 
draten van een paar overstaande zijden gelijk is aan de som 
der vierkanten van het andere paar, bewijs dan dat de diago- 
nalen elkaar rechthoekig snijden. 

2. Door een gegeven punt eene rechte te trekken, die een 
gegeven cirkel zoodanig snijdt, dat de som der afstanden van 
de snijpunten tot eene gegeven rechte, gelijk is aan eene ge- 
geven lengte. 

3. Beschrijf in een gegeven vierkant een ander vierkant , 
waarvan de hoekpunten liggen in de zijden van ’t eerstge- 





noemde vierkant; zijn oppervlak moet : van het gegeven vier- 


kant zijn. Toon tevens aan, welke de verhouding der beide 
vierkanten tot elkaar moet zijn, opdat het ingeschreven vier- 
kant zoo klein mogelijk zij ten opzichte van het andere. 

4. Construeer x uit de volgende vergelijkingen, wanneer 
a, b en c bekende rechten voorstellen, en zeg wat x voorstelt. 
a3 — abe + b2e 


le, LY == 

a? — be 
2e. wv (a? Hb? Jac) (2 manieren). 
ze pC 1+15) 


v (ta? —b2)' 
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641. Als men de getallen in hun natuurlijke volgorde in groe- 
pen verdeelt, die resp. uit 1, 3, 5, 7, 9, . .. termen 
bestaan, dan is de som der termen van een zelfde groep 
gelijk aan de som van twee op elkaar volgende 3e 
machten. Bewijs dit. 

(N. L. W. A, GraveLaar, Lrb. d. Rek. II, S 139, no. 17.) 


Oplossing. 


De n eerste groepen bevatten samen: 
13579... 1 H(IL —1)2) =n? 
termen. De som van deze termen, die met 1 beginnen, met 
1 opklimmen en met „? eindigen, bedraagt: 

5 ne (l 4). 


„De som van de termen in de (n—1l) eerste groepen be- 
draagt dus: 


= 


1 
5 (n— 1) (1 (nn —1)? }5 
derhalve die van de termen in de ne groep: 
(nj 1d (n— 1) ee n° (Ln?) 


== 2n3 + 3n? + In dln? (n +13, 
d. í, de som der 3e machten van het ordegetal der groep en 
van het ordegetal plus 1. 
N. L. W. A. GRAVELAAR. 


642. Bewijs: 
… B(B—e) 2 1 orde: 
lim. PE eg 532, als lim. z—=1 is. 
(N. L. W. A, GraveLAaAR, Lrb. d. Rek. IL, $ 85, no. 11). 


Oplossing. 
Voor n =l is de substitutiewaarde van: 
B (3 —z) — B 2 


va (le) 
0:0, d, í, onbepaald. 
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Vermenigvuldigt men teller en noemer van deze breuk met: 
BB) HBL (Be) FB) 2 (Lt), 
dan vindt men na vereenvoudiging door 1 —w: 

WBD) vatv(lde) 

ville) WBD AEN E nd) 22 
voor alle waarden van #, uitgezonderd x= 1. 
Uit deze gelijkheid BDE 
lim. (le lid) — lim. (2e lid), als lim. # =| is. 

Nu is de grenswaarde van het 2e lid, als men z onbegrensd 
tot 1 laat naderen, gelijk aan de substitutiewaarde van dit lid 
voor # == 1, daar deze niet onbepaald of onmogelijk es maar = 

22+ VE) B 2 5 32, 

PalSir It PPA GL He BWT 

De grenswaarde van het le lid, als men « Rt tot 


Lee 
1 laat naderen is dus ook 7 3 NTA Te 


643. Bewijs, dat [ab ligt tusschen de getallen Pa en 2-b. 
(N. L. W.A. GraveLaar, Lrb.d, Rek. I, S 289, no. 120.) 


Oplossing. 
Deelt men [av beurtelings door 1” a en door” b, dan 


vindt men: 
mn mlmtn) m n 
ee gt RER) 


) 


Nu zijn b : eik en a :b elkanders omgekeerde, als a niet 


ON . € 5 
— b is, dan is een dier quotienten dus ) 1 en het andere 


{ 1. Hetzelfde geldt dan van de wortels in de 2e leden en 
dus ook van de quotienten in de fe leden. 
Is dus: 


en [2 mn 





MAN Mtr 

abio) 1 of ab) ee De 
dan is: 

[ man 


Tabb gt of" Zabeb, 


en omgekeerd, waarmede het gestelde bewezen is, 


n m . 
Ide 0e, dan is: 


mn 


wa" Sabe, 
N. L. W. A. GRAVELAAR. 


644, Uit de hoekpunten van een vierkant als middelpunten 
met de zijde als straal beschrijft men binnen het vier- 
kant eirkelbogen van hoekpunt tot hoekpunt. Druk de 
oppervlakte van den kromlijnigen vierhoek, die ontstaat, 
in de zijde a van het vierkant uit. 

(N.L. W. A. Graveraar, Vrgst. Oef, Mtk. rek. I, no. 350.) 


Oplossing. 


Zij ABCD het vierkant, O het snijpunt der diagonalen, E 
het midden van AB, F dat van BC, G dat van CD, H dat 
van DA, I het hoekpunt van den kromlijnigen vierhoek, dat 
bij AB ligt, K dat bij BC, L dat bij CD en M dat bij DA, 

De punten B, I,O, L en G liggen dan in één rechte; even- 
zoo de punten F, K, O, M en H. Verder is b. v. A CDI 
gelijkzijdig, dus boog CI — 60’, enz. Hieruit volgt, dat HG 
de halve zijde is van den regelmatigen driehoek, die in een 
eirkel met den straal a beschreven kan worden. Dus is CKIG 
de helft van het cirkelsegment, dat door de zijde van den 
regelmatigen driehoek van den cirkel wordt afgesneden, en dus 


CEN 


24 
Verder is: 
KOJ = CKIG + AJKH + HOGD — CKJAD 
1 1 1 
_ 2 Ei ie PL 2 
=p (ér Sl) nd j 7 
1 
dus: 


JKLM —= 4 KOJ — za” (1-38 3). 
N. L. W. A. GRAVELAAR. 


645, Een vader belooft zijn zoon hem bij het begin van elk 
jaar fa (/ 100) te zullen geven zonder kapitaal of rente 
in te varderen, mits de geheele schuld hem na het over- 
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lijden van den vader bij zijn erfdeel worde in rekening 
gebracht. Indien nu jaarlijks 4 °/, samengestelden intrest 
gerekend wordt en de zoon bij den dood des vaders in 
'$ geheel fA (f 1100,605) schuldig is, vraagt men, hoe- 
veel jaren na die overeenkomst de vader overleden is. 
(Eindex. H. B. Scholen, 1873.) 
Oplossing. 
Stel, dat de vader op den eersten dag van het zde jaar 
sterft, nadat hij zijn zoon « maal a gld heeft gegeven. 
De zoon is dan schuldig: 


Aza(108? * Lal 1,04) Tl enz, SE 
TOL 
004 


an je A A +25 a 
Hieruit volgt 1,04 — 1 = 25 of 1,04° Tori 


xlog 1,04 = log (A + 254) — log 254. 
Re log (A —J- 254) — log 254 (1) 
Tr Alor Loan eee 
Ligt de waarde van x tusschen de geheele getallen p en p 
+ 1, zoo sterft de vader na het begin van het pde en vóór 
het begin van het p + 1ste jaar. Stel aan het einde van de 
yde maand van het pde jaar. Men heeft dan: 


_ 1,048 — 1 4y \. 
eid x (1 +5): 
1,04? —1 
want de schuld na p jaar ( a So) staat nog y maan- 
den à 4 °/, uit. 
É Á 1 Ie EE 
Nuis: Don 104 — EN ren 1200 ® 
=d A 
4 1,047 — 1 
Wil het vraagstuk mogelijk zijn, zoo moet 
Er 1 Ee 
SAAD PM ER 10E oe LCS). 
4 1,047 — 1 


De vader sterft dan aan het einde van de yde maand in 
het pde jaar, 
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In het hier gegeven geval heeft men nu uit verg.: (1) 
_ log 3600,605 — log 2500 __ 
H log 1,04 hen 
_ 3,5563755 —3,3979400 
S= 0,01703334 
Derhalve p = 9. — 
Uit form (2) volgt 
md (11,00603 KTO Eis 2) 
log 1,04 — 0,01703334 
log 1,049 = 1,53330005 
1,049 = 1,4233119 
1,049 — 1 = 0,4233119 


log 11,00605 = 1,0416315 
log (1,049 — 1) = 9,6266605 — 10 


ide 


aftr. 


11,00605 _ 
log pgo — b4149710 


11,00605 
LO8—i j= 29 ‚99995 (= 26) 
Derhalve y=12(26 —25) =12. 
De vader sterft dus aan einde van hel 9de jaar, voor het 
begin van het 10de jaar. 
Tweede oplossing. 
Stel, dat de vader op den laatsten dag van het zde jaar 


sterft, zoo is 


A =a(1,04) a (1,04) 4 enz. + a (1,04). 


104 —1 
KITs A _ At26a 
Dus 1,04 Een Ee 


zlog 1,04 = log (A + 264) — log 264 
kn log 3700,605 — log 2600 _ 
er log 1,04 ni 
oe 3,5682727 — 3,4149733 _ 
0,01703334 
De vader sterft dus aan het einde van het 9de jaar, 
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Opmerkingen bij deze oplossingen. 


In het behandelde vraagstuk is het getal A zoo gekozen, 
dat men voor z (2de oplossing) een geheel getal vindt. 
Daarom is de tweede oplossing in dit geval eenvoudiger dan 
de eerste; het spreekt van zelf, dat men A ook zoo had kun- 
nen kiezen, dat men voor w (Îste oplossing) een geheel getal 
had gevonden. Dan zou de 1ste oplossing korter zijn geweest. 
In het algemeen echter zal noch #, noch z een geheel getal 
zijn. Aan de 2de oplossing moet dan eene beschouwing worden 
toegevoegd overeenkomstig die, welke de lezer bij de 1ste op- 
lossing vindt. Men mag het getal A niet willekeurig kiezen, 
wil men tot een bestaanbare uitkomst geraken. Dit blijkt uit 
verg. (8). Zoo mag men bv. hier A niet gelijk aan 1170,605 gld. 
nemen, want 81 December van het 9de jaar is de schuld 
f1100,60? en 1 Januari van het 10de jaar f1200,605, Voor 
A =1170,605, a = 100 zou men vinden 

v—= 9,79 en y =12 X 2,655, 

Hieruit volgt opnieuw de onmogelijkheid van het vraagstuk 

voor die waarde van A. Bie Wim 


646. Iemand bezit f 50000. Na twee jaren erft hij nog 
J 20000. Na hoeveel jaren kan hij f 90000 rijk zijn, 
als hij jaarlijks f 2500 gebruikt voor zijn onderhoud ? 
Rentevoet 4°/,. (Eindex. H, B. Scholen, 1883.) 


Oplossing. 


Dit vraagstuk is onnauwkeurig gesteld. Wanneer wordt de 
som , noodig voor het jaarlijksch onderhoud, van het kapitaal 
afgenomen? Wij zullen het oplossen voor twee gevallen: 
a. Er wordt bij het begin van elk jaar f 2500 afgenomen ; 
b. er wordt bij het einde van elk jaar f 2500 afgenomen. 
Vermoedelijk zal de persoon noch het een, noch het ander 
doen, de ware uitkomst ligt dan in tusschen de door ons ge- 
vonden antwoorden. 

a. De persoon bezit (in guldens): 

Bij het einde van het 1ste jaar: (50000—2500) 1,04 — 49400. 

n__n » 2de „  (49400—2500) 1,04 — 48776. 

En komt f 20000, de bezitting wordt dus f 68776, 
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Stel, dat hij aan het einde van het zde jaar, na het ont- 
vangen van de 20000 gld., 90000 gld, bezit, zoo is 


68776 (1,04)” — 2500 en — 2500(1,04)® * — enz..… 
— 2500 (1,04) — 90000. 


68776 (1,04) — 2500 (1,04) ee == 90000. 


68776 (1,04) — 65000 ((1,04) — 1) =90000. ...... (1) 


3776 (1,04) — 25000 
vlog 1,04 = log 25000 — log 3776. 
x X 0,0170333393 — 4,3979400 — 3,5770320 
Nn ANA 

Hieruit blijkt, dat de persoon aan het einde van het 48ste 
jaar (na de erfenis) bijna 90000 gld, bezit. Berekenen wij, hoe 
groot die som A is. Uit verg. (Ll) volgt: 

A =3776 (1,04)*8 + 65000 
log 1,04 = 0,0170353393 


48 
48 log 1,04 — 0,8176003 


log 3776 — 3,5770320 
De opt: 
log (A. — 65000) — 4,3946323 


A — 65000 = 24810,31 
A =89810,31. Hiervan gaat onmiddellijk f 2500 af, men 
houdt dus over 87310,31 gld. 
Daarbij moet 90000 — 87310,31 — 2689,69 gld. rente komen, 
daartoe moet het p maanden uitstaan : 


PX Î 5 X 87310,81 x 0,04 — 2689,69 


p = 9,243 md. = 9 md. 7,3 d. 

De persoon bezit dus na 50 jaar, 9 md. en 7 d. iets minder, 
na 50 j. 9 md. en 8 d. iets meer dan 90000 gld, 

b. De persoon bezit (in guldens): 

Bij het einde van het 1ste jaar: 50000 (1,04) — 2500 — 49500, 

„ 7 »„ 2de „ 49000 (1,04) — 2500 —= 48980. 

Hierbij komt f 20000, de bezitting wordt dus f 68980. 

Stel, dat hij aan het einde van het yde jaar, na het ont- 
vangen van de 20000 gld,, 90000 gld. bezit, zoo is: 
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68980 (1,04) — 2500 (1,04)! * — 2500 (1,04) * — enz. … 


se — 2500 — 90000. 
TOA 


pa 90000... (2) 


y—l 





68980 (1,04) — 2500 


6480 (1,04)" — 27500. 
y log 1,04 = log 27500 — log 6480. 
y X 0,0170333393 —= 4,4393327 — 3,8115750. 
V== J08D 

Hieruit blijkt, dat de persoon aan het einde van het 36ste 
jaar (na de erfenis) bijna 90000 bezit. Berekenen wij, hoe 
groot die som B is. Uit verg. (2) volgt: 

B — 6480 (1,04)3 6 + 62500 
log 1,04 = 0,0170333393 3 
36 log 1,04 — 0,6132002 


log 6480 — 3,8115750 
opt. 
log (B — 62500) — 4,4247752 
B — 62500 — 26593,48. 
B — 89093,48. Hierbij moet 90000 — 89093,48 — 906,52 
gld, rente komen, daartoe moet het g maanden uitstaan : 
qX En X 89093,48 x 0,04 = 906,52. 
— 3,052 md. = 3 md. 1,5,.d. 
De persoon bezit dus na 38 jaar, 3 md. en 1 d. iets min- 
der, na 38 j. 3 md. 2 d, iets meer dan 90000 gld. 
B. W. M. 


647. Van een getal weet men, dat de som van het cijfer der 
eenheden en tienmaal de som van de andere cijfers deel- 
baar is door 15. Bewijs dat het geheele getal door 15 


deelbaar is. 
(W. H. Wisserink, Vr. Oef. Theor, Rek. I, $ 22, no. 3.) 


(Kon. Mil. Acad. 1881.) H. SrersMa, 
Oplossing. 
Zijn a, b, c‚, d.... de cijfers der eenh. tient. enz. van ’t ge= 


tal, dan kan dit worden voorgesteld door 
aj 10.b + 102,103 d +,.….; 
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Nu is gegeven: 
a +10 X (Het d-....) = 15voud, 
en gevraagd, te bewijzen, dat het geh. getal een 15-voud is. 
Letten we op den vorm, waarvan de deelbaarheid moet be- 
wezen, dan vinden we, dat bij de gegeven som nog moet ge- 
voegd worden: 
(102 — 10) ce + (103 — 10) d a 
of 90e H 990 d J 9990 e+... 5 
daar elke „coëfficient’” uit een zeker RL negens bestaat en 
op eene 0 eindigt, is iedere term door 90 deelbaar, dus ook 
door elken deeler van 90 en daarom ook door 15. 
We hebben dus: 





aj 105F10et 10dL,,..= 1övoud (Geg.) (I) 
90e + 990 d +. . = 15voud (LI) 

ep 
at 1054 100e 1000 d +... == 15voud. (LT) 


Gemakkelijk is hieruit af te leiden, dat rij (D) en (III) te- 
gelijk veelvouden van een zelfde getal zullen zijn, als rij (II) 
ook door dat getal deelbaar is. 

Nu is elk getal van rij (II) een veelvoud van 90, dus ook 
de som dier getallen; rij (II) is deelbaar door 90 dus ook 
door elken deeler van 90; we kunnen daarom de stelling uit- 
breiden en zeggen: 

Is in het 10 tallig stelsel de som van het cijfer der eenheden 
en 10 maal de som der andere cijfers deelbaar door 90 of een 
deeler van 90, dan is het geheele getal door 90 of dien deeler 
deelbaar. 

De lezer bewijze nu het omgekeerde der stelling. 

Maken we gebruik van het „ tallig stelsel, dan gaat de geheele 
redeneering door, als we 10 door » en 9 door n—1 vervangen. 

We krijgen dan: Weet men van een getal in het » tallig 
stelsel, dat het cijfer der eenheden vermeerderd met 7 maal 
de som der andere cijfers deelbaar is door n (n—1) of door 
een’ deeler daarvan, dan is het geheele getal daardoor deelbaar. 
In ’t » tallig stelsel is elk getal voor te stellen door : 

Bird ears cd n3.dJ-....; nu is: 
RE Oi 
(n° nT — n)e +... = Nn (n—l) voud. 
adnbdn?e nrd niet... = Getalz= 7 (n—1l) voud, 

De Vriend der Wiskunde, VL 11 
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Alleen zouden we nu nog moeten aantoonen, dat in ’t al- 


gemeen n° — n een veelvoud van n (n — 1) is of dat (n° en 1) 
door » — 1 deelbaar is; doch dit bewijs is in De Vriend der 
Wiskunde V no. 468 geleverd, zoodat ik dit bekend onderstel. 

Bij het bewijzen der 1ste stelling komt men al licht op de 
gedachte, dat het aantal getallen, waarvoor de eigenschap 
geldt, grootendeels afhangt van ’t aantal deelen, dat de 2de 
rij bezit; nu bestaat elk getal daarvan uit 1 of meer negens 
met eene 0; kon men nu maken, dat elk getal op 2 of meer 
nullen eindigde, dan zou het aantal deelen grooter worden ; 
wijl de andere cijfers steeds negens blijven, en die in ver- 
schillend aantal voorkomen, is de g. g. d. van al die getallen 
(alleen met negens geschreven) steeds 9, zoodat we alleen 
kunnen zorgen, dat die getallen tot g. g. d. hebben eene 9 
gevolgd door 1 of meer nullen. 

Nemen we nu: van een getal (10 tallig stelsel) weet men, 
dat het getal, gevormd door de laatste p cijfers vermeerderd 


met 10° maal de som der andere cijfers, deelbaar is door 10 
(10 — 1); bewijs, dat het geheele getal daardoor deelbaar is; 
deze stelling, tot het % tallig stelsel uitgedrukt, luidt: van 
een getal in ’t x tallig stelsel weet men, dat de som van: 


het getal gevormd door de laatste p cijfers en n° maal de som 


der overige cijfers deelbaar is door (n— 1); bewijs, dat het 
geheele getal daardoor deelbaar is. Deze laatste wordt aldus 
bewezen : 
ad-nbtnteFnIdd.… nr denk sd tn ud. =d (n—1)voud(Geg.) 
nl (nlt (2u Al) , *) 


Gaenbdentedns dn. rn sen En uden =n (n —1)voud 


Geheele getal == (n—lvoud). 
*) Stelling 26 en 26a uit Wisselink, Vragen en oefeningen. 


Ook hier is wederom gebruik gemaakt van de eigenschap, 
dat elke macht van » met de eenheid verminderd, deelbaar is 
door „— 1, behalve uit de bovenaangehaalde bewijsvoering 
blijkt de waarheid ook uit de opmerking, dat elke macht van 
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't grondtal van een talstelsel, met 1 verminderd bestaat uit 
een zeker aantal cijfers, elk — ’t grondtal — 1; n— 1 is juist 
zoon cijfer, zoodat ook ’t getal, door een zeker aantal van 
die cijfers gevormd, een veelvoud is van n — 1, 

H. Srersma. 


648. Op te lossen 
vry? rd 3 2=0 en 2? + ay Jy? kn 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, blz. 99, no. 61.) 
Oplossing. 


Wij trachten de 1e verg. te ontbinden, door # in y uit te 
drukken. (Zie gemeld Leerboek $ 283.) 
erde (gt —3y } 2) =0 


1 1 

1 Ay? —12y +9 
en men ee A 
B zE t 


en Dus s=y —2 of —y +1. 
Wij hebben dus nu op te lossen: 
l 
L z—=y—2 en aapt 
13 
Gp D= 
3 
An Epen 
34 by 4 875 EU 
1 
se By rlig=0 
1 1 
Sti ie Eel SSA 
gelkr(it)= iki 
1 
en s=y—= Eg, 
13 


U. rv=—yJ-1 en B EYII Sie 
13 
rtty Dei 


3 
Iig =O 


ek 
Ge 
an 


kr 


<< 
I 
el 00 mi _N 


a 


ml 
| 

| e° 

amen 
II 

Dol 
k 

al ek 


© 
== 


S 
Il 
js BO DO ek 


5 
Il 


649. Ontbind in factoren van den len graad 


xt J 6x? + 25. 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, blz. 87, no. 98.) 


Oplossing. 
gid 62? JD =at +102? 25 — dr? = 
(a? HJ 5)? — (22)? = (w* JW +5) (rt — 2 + 5) = 
(2242 +1 + 4) (a? — 2144) = 
(le HDP HAL 1 HAL == 
(eF14-2e 12) (re —1 + 2)(we—1—2i). W. 


650. Als men van eene opklimmende meetkundige reeks van 
18 termen, de termen optelt bij den eersten te beginnen, 
en daarbij telkens één overslaat, dan wordtde som 105 ; 
terwijl 45 tot som wordt gevonden, als men, eveneens 
bij den eersten term beginnende, er telkens twee over- 
slaat. Bereken hieruit de reden der reeks en de som 
van alle termen. 

(Toelat.ex. Kon. Milit. Academie , 1885.) 


Oplossing. 
Stellen wij de meetkundige reeks voor door 
US UNE eek te se ‚ ari”, dan is 
a tart h artHart art jartotari? + arit + ars — 105, 
2) —1 
of GN at te (1) 
en a+ ar? Jar? tar? Jarl? Jaris =45 
£ X an 2 
0 dq r3 sr, 1 . ® © 0. 16, 0 (OPB . . . . ( ) 


Deelt men verg. (1) door verg. (2) dan is 
ted rl05 of LE Led 
ra—l 45 rt 78 
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dus or? Hr I= ir +7 
4 4 
enen Ed 
r zr 5 0 


Hieruit volgt 7» —= +2 of —Â. Daar de reeks opklimmende 
is, geldt alleen == +2, Men vindt 


ek KRS == 4 Bl il 
MTI RR Be jp JEANNE. 
In De Vriend der Wiskunde I (1886) no. 13, bl. 58 vindt 


men eene andere oplossing van dit vraagstuk. 


651. In een cirkel, welks straal == R is, is een vierhoek 
beschreven, waarvan twee overstaande zijden bogen van 
60° en 90° onderspannen; indien de verlengden dezer 
zijden elkander onder een hoek van 30° snijden, hoe 
lang zijn dan de zijden en de beide diagonalen van dien 
vierhoek ? J. C. Beer. 
(Verg. Ex. Hoofd der Sch,, Tholen, 1888.) 


Oplossing. 

Laat in nevensstaande fig. ABCD de ge- 
vraagde vierhoek zijn, waarvan bg AB = 
66% bg CD == 90° en / BE = 30° is; dan 
IA Ds 

als zijde van den regelm. vierh, is CD = 


Ry2, terwijl de andere zijden nog moeten 
berekend worden, 

LE=; (bg AD — bg BC) = 30° 
of bg AD — bg BC == 60° 
en bg AD + bg BC == 210° — (360°—150°) 
waaruit bg AD—=135° en bgBC == 75°, 

Deelt men bg DC in G middendoor en trekt men AG en DG, 
dan is AG == 2R en DG als achth.zijde =— RY2 — 12, waar- 
door AD? = AG? — DG? = 4R? — R? (2 — 2) 

=R2 (24/2) 
of AD=RV?2 + 2, 

Verbindt men G ook met B en C, dan is ABCG ook een 

ingeschreven vierhoek, waarvan AG en AB bekend zijn; bo- 
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vendien is BD =Rt/3 (omdat bg BD = 75° + 45° == 1209), 
AC=RV2 f 12 (omdat bg AC = 60° + 75° = 135° is) en 
CG =RV2— 12 (want bg CE — 45°). 
Volgens de stelling van ProLeMmeaus is nu 
AG xXx BC + AB X CG = AC x BG 


of 2RXBCHRXRVIVERV2HV2XRy3 
hieruit volgt: BO = ZRD EDE OZ 


== SR v (8 +22 — 2/6). 
Nemen wij nu vierhoek ABCD, dan is daarvan bekend : 


AB 
BO= GRIEF VI vil 
CD == RV 2 


AD=RV2 +12 
on AG RLS 
waardoor BD de eenige onbekende is, die weder door de stel- 
ling van ProueMmeus gevonden wordt: 
AC x BD = AB Xx CD + AD x BC 
of _RV2+4+V2xXBD=ERXRV2HRV2H02 


XERIVGFE —vI val 


RV2RVIEVI XS (TG 2 
OF BD mn 
Kite 


OE F3 RIGHT | 
= GRIEF A? 


z Rv +22 + 2/6). J. U. Eerr. 


652. In een willekeurigen driehoek wordt eene lijn getrokken 
evenwijdig aan de basis en op zoodanigen afstand, dat 
de afgesneden driehoek meetkundig middelevenredig is 
tusschen het overblijvende trapezium en den geheelen 
driehoek. Bereken de plaats, waar de lijn eene der op- 
staande zijden snijdt. J. C, Eeen, 
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Oplossing. 
Stel dat DE in A ABC de gevraagde lijn is ‚ evenwijdig 
aan de basis BC, dan is 
A ADE: A ABC —= AD? : AB? 
É AD? AD? 
waaruit A ADE —= AB: * A ABC = KB? 
als de inh. van A ABC =I gesteld wordt. 
Volgens het gegevene is: 
trap. BOED : A ADE —= A ADE: he ABC 
of (A ABC — A ADE): A ADE = A ADE: A ABC 
of na substitutie 
AD? AD? AD? 





sE 


A irr: Ey ABE" =p! nl 
EERE (: ADNR PAD READ A 
BABES AR SAB 
on AD‘ en AD? 
waardoor KBr =S KB 
of AD‘ + AD? x AB? — AB4 = 0 
waardits AD3-—=— ; AB? +1” G AB‘ + AB? ) 
ent 
of AD: = AB? (—54505) 
en AD=5 AB (-242v 5) 
J. C. Ecen. 
653. Los re op uit de vergelijking 
x 22 3r Ar 197 20 1 
OESO ONNOE 20 CEL IC hem SH. oeil. VOOREN SCN OI mn 
Na de algemeene oplossing neme men a — 0,11 en 
Bn 0218, 
(J. VersLuys, Lrb. d. Rek. II, $ 239, no. 14.) 
Oplossing. 
% 2x 3 19 207 
IC Ne pDA mf 
SC. BN” Mt Aden 
ata Ee —=b; 2e log a = log b, 


zoodat # = log b: (2 log a). 
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a = 011, b = 0,0121° =(0,112)E 011 412; Tog nons 
jen _ logb __ 12loga 

Oe T2loga ” 2loga  ° W.Mmiven. 

654. Door hoeveel cijfers wordt 2345, geschreven in het tien- 


tallig stelsel, als een enkel getal voorgesteld in het acht- 
tallig stelsel ? 


(J. VersLurs, Lrb. d. Rek. II, S 239, no. 24.) 
Oplossing. 


We onderzoeken, tusschen welke twee opeenvolgende mach- 
ten van acht 2345 ligt. Aldus: 


2345 — 8"; vlog 8 =45 log 23; 3e log 2 -= 4ö log 23, 


_ 15 log 23 
slog2=15log23 en 2 = oe 
Log 23 —= 1,36178, 15 log 23 = 20,426 .….; log 2 — 0,30103 
ED Lom En 200 
dus #=—= T 030103 — 67,85 .... We zien dus, dat 23%5 ) 8 


en { 86%; hieruit volgt, dat 23*5 in het achttallig stelsel door 
68 cijfers wordt voorgesteld. 


655. Voor de 5 getallen a, 7, /, n, s eener meetkundige reeks 
zijn drie voldoende om de andere twee te bepalen. Men 
vraagt nu formulen te vinden ter berekening van: 

IL. len s, als a, r‚, » gegeven zijn. 
II. r en s, als a, », à 


” ” 

II. varens als nt D » 
IV. a en l, als », s, 7 En Dj 
V. lenr, als », a, 5 » » 
VI. a enr, als /, s, » 5 
VII. # en s, als a, 7, ! K B 
VIIL. „ en !, als a, 7, s : » 
IX. r enn, als a, U, s S » 
X. a enn, als r, Ul, s » » 


Oplossing. 


I. Gevraagd: l en s, als a, 7, n gegeven zijn. 
In de leerboeken der Rekenkunde worden de formules, on- 
der I gevraagd, bewezen, nl: 
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n 


Izar kit Bn LET L (2). 


IL. Gevraagd: r en s, als a, n, ! gegeven zijn. 


Dn 
k 


Deze waarde van r in (2) B vinden we: 


U) ine j 
Ber 
Bee V/d 
cal a On 


III. Gevraagd: a en s, als r, n, / gegeven zijn. 
Uit (1) volgt: a 


nl 


Uit (1) volgt: r , zoodat r = 











= ——_ … Deze waarde van a in (2) 
dee ch 


substitueerende vinden we: 


l r ene bidens 1) 
re rl Blas De 





Re 


IV. Gevraagd: a en /, als n, s, r gegeven zijn. 


Uit (2) volgt: a = SC) Substitueeren we deze 
tl 
s(r—l)r ì 
waarde van a in (1), dan vinden we: / = ST 
r —l 


V. Gevraagd: l en r, als n, a, s gegeven zijn. 
Uit (2) volgt: ar —a=s.r—s; ar —s.rds—az 0, 





n ” n Ur U. 
kor RR de ONS PS er Deze waarde van r in 


Ur 
ad Ur —a 


(2) substit., vinden we: s=za. dn 


(zie VII); 
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hieruit volgt: sr —s= lr ——a, sr — lr =$ —a, zoodat 


sS—A 
ve (zie IX). 





ne _ (0)! 


wt 


Uit (1) volgt: 5 zt |, derhalve is Be k 
a a el 


en bs Diii aleen e= 0, 

VL. Gevraagd: a en r, als /, s, n gegeven zijn. 

Om a te berekenen, als /, s en n gegeven zijn, kunnen 
we ons van de laatste der gevonden formules bedienen. 


eeen ile De =| 
Ss —a 





4 s 
Volgens de 1ste formule van V is pe a il 


t 











dus 7 -— RL —1=0, Vervangen we hierin a door 
a a 
l: re dan krijgen we: 
Red. 0d Caen Ered vile 
n—l nl Le 
ber Ger 
l—s ” s n—l n—l l os 
J +7 X7 —1==0, r pr Dj 
” S n—=l l el 
en dus 7 dnek In ie 
VII. Gevraagd: n en s, als a, r, l gegeven zijn. 
Uit (1) volgt: HE 
nt |l zn og l — log a g 
TRS zoodat r = > enn lon —J- 1. Bij de 
k : rl—a 
oplossing van V is reeds gevonden: s Ze (3) 


VIII. Gevraagd: n en l, als a, r‚ s gegeven zijn. 
Uit (3) volgt: Ur — a — sr — 85 Une sr rsi den 


(ri) fant CD oM doe Oe ERD 
Uit (1) leiden we af: "el (als in VII). Vervangen wo 
hierin / door CDF 


” — , En ‚— log a. 
se Draden eneen log! s(r —1) + a og d. 
a log 7, 


(zie (4)), dan vinden we: 


ml 


IX. Gevraagd: r en n, als a, J, s gegeven zijn. 
Bij de oplossing van V hebben we reeds gevonden : 
nl 

Ee 5 en ook id En Oe waaruit we afleiden: 

Ss — a (s—)) 

(s—a) DK OESE) Lp log / — log a 

Ba Geer log (s — a) — log (s—l) Lak 
X. Gevraagd: a en », als #, Ll, s gegeven zijn. 


Uit de in V gevonden formule s = ES leiden we af: 








f 7 





1 
ra =Zrs—s; a=ir—rss=rl—(r —1)s. 


Substit we in He a door rl — (r—1)s dan vinden we 


sn rl _ log l — log | rl — (r — 4)s | 
A rl (rl) ON Nen ER Nor En 1. 
W. Meiser. 


656. Als men door achtereenvolgende deelingen den GG, D. 
van twee getallen wil bepalen, mag men de rest dan 
ook op het vorige deeltal (in plaats van op den vorigen 
deeler) deelen 2 Ee 
(W. H. Wisserink, Vr. Oef. Theor. Rek. I, S8, no. 46.) 

Oplossing. 

Zij ’t grootste getal — G, ’t kleinste —= K en ’t quotient 
der deeling van K op G —= q, dan is de rest = G—gxK, 
en hebben we te onderzoeken, of G en G — q X K denzelfden 
GGD hebben als G en K. Volgens de hoofdeigenschap van 
den GGD is de GGD van G en K dezelfde, als die van K en 
G —gxK. De vraag is dus, of G en G — q X K denzelfden 
GGD hebben als K en G—gxK. Dit is nu blijkbaar niet 
altijd het geval. Want bevatten Gen q een deeler, die niet 
in K voorkomt, dan bevat de GGD van G en G—gxK 
dezen deeler ook, terwijl hij niet voorkomt in den GGD van 
K en G—gxK. In dat geval hebben G en G —gq x K dus 
een grooteren GGD dar K en G—gqXK. Hebben echter 
q en G geen andere deelers gemeen, dan die ook in K voor- 
komen, of zijn q en G ond. ond., dan is de GGD van G en 
G—gXxK dezelfde, als die van K en G —g XK en dus = 
den GGD van K en G. L. 
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657. Het product der zijden van den A , die de voetpunten 
der hoogtelijnen van A ABC tot hoekpunten heeft, is 
gelijk aan dat van drie niet opeenvolgende van de 6 
stukken, waarin die voetpunten de zijden van A ABO 
verdeelen. Bewijs dat. 

(J. VersLurs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. no 160.) (K.I. 1882.) 
Oplossing. 
Maken we gebruik van de eigenschap: 
De zijden van den hoogte (voetpunten) 

A DEF snijden van den oorspronkelijken 

AABC 3 A AAEF, BDF en CDE af, 

welke onderling en met den oorspronkelijken 

A ABC @ zijn. (AJ. van Breen, Merkw. 

punten en lijnen van den vlakken A ‚bl. 21). 

AABCm A AEF dus AB: BC = AE: EF 
AABCm A CDE dus AC: AB == CD: DE 
AABCm A BDF dus BO: AC == BF: DF 
AB.AC.BC:AB.AC.BC=AE. CD.BF: DE. EF. DF 
dus AE.CD.BF =DE. EF. DF. 
Omdat de 3 hoogtelijnen door een punt H gaan, heeft men 
volgens het theorema van Cerva 
AE.CD.BF =CE.BD. AF 
derhalve is ook AF.BD.CE—=DE.EF.DF, 


658. Het oppervlak van een rechthoekigen A is =s(s — a) 
en ook =(s —b)(s —c), als a de schuine zijde is en 
ben c de beide rechthoekszijden zijn. 

Oplossing. 

Maken we gebruik van de eigenschap : 

De som der stralen van de kleinste twee aangeschreven 
cirkels van een rechthoekigen driehoek is gelijk aan de schuine 
zijde. 

Men heeft dus 








s tre LE 
EE hee, 
O (s —c) JO (s —b) =a(s —b)(s —e) 
_ as (s — a) (s— 6) (s —c) 
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(en) 


Na deeling door O 8 
a 
OE rte 
a 0 ' 
2s —(bJ-C)=az= Rn waaruit 
O =s(s —a). 
En omdat 0? =s(s — a) (s — b)(s —c), volgt er uit, dat ook 
O =(s — b) (s — c). 


of 


659. Welke waarde heeft de uitdrukking 
1 2 
Te: Eel VOORFd 
Oplossing. 
x= l kan op twee manieren ontstaan, d. w. z 
vx kan langzaam aangroeien tot 1 














ODE 5 afnemen | 
Stel de grootheid = A, dan is 
ERN el 2 tendre ne 
DV EN EN 0 OE DE 
= B Dn Ze ‚ als men rz = 1 — d stelt (d positief) 
hee (Hed) 
APE 


voor d = 0, LimA= 


Maar A als men # == 1 Jd stelt 
Ke @td (444) 
Ed REE) 
voor d—=0, Lim, A — En 
een (24325) (Oa 3rtl) 
660. Los de vergelijking (e2F2a-3) GerZe F1) = 2 
Oplossing. 
De vergelijking kan geschreven worden 


_ == OO 


mn OÔ 


op ? 
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2(e° +35) _ 3(3r2 JA J1) 

3(a? +23) 2(52? 431) 

22 J-6r 410 Im? J 6r 43 

De 322 J-6r 4-9 TT 102? Hr 2 

of, (2e? H6z10): (Br? Or +9) =(I4? 46243): (1022 +622) 
of (72? —7T): (74? — 7) == (2? 4 Or +10): (322 + 6r4-9) 

of zei =0 

waaruit Di 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


35. Een lichaam, langs een hellend vlak dalende, zal in eenig 
punt even groote snelheid hebben, alsof het vrij vallende 
evenveel gedaald ware. Bewijs dat. 

(W. H, Wrsserink, Natk, Vrgst. I, no, 121.) 


Oplossing. 


Viel het lichaam vrij van A naar C, (AC = Jh == hoogte 
van het hellend vlak) zoo zou het in C eene snelheid v, be- 
ER zitten: v, =1V/ 2gh,(1) als g de ver- 
snelling van de zwaartekracht is. Van 
A naar B langs het hellend vlak, dat 
volkomen glad wordt ondersteld, bewe- 
gende komt het punt in B met eene 
snelheid v, = yv’ 2al...(2). als / de 
lengte van het hellend vlak is en a de versnelling van het 
puat in de richting van het hellend vlak, Deze laatste ver- 
snelling vindt men door ontbinding van g in eene versnelling 
a langs, en eene b loodrecht op het hellend vlak. Uit A ABC 
wa A zag volgt: 





Ges DE assi g. 
Deze waarde in verg. (2) ingevoegd geeft: 
Vs zit BR Dox) gh on, w. t. b. w. 


De bewezen stelling is een der Theorema’s van Galilei. 
(Zie het 2de theorema in De Vriend der Wiskunde, àl. V, 
blz. 92). BWM 
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36. Een lichaam van 5 KG. steunt op eene vlakte, die met 
eenparige versnelling van 2,45 M, verticaal naar beneden 
bewogen wordt. Wat zal de drukking van dat lichaam 
op die vlakte wezen? Hoe groot zou die drukking zijn, 
indien die vlakte verticaal naar boven werd bewogen ? 
(W. H. Wissemnk, Natk. Vrgst. I, no. 88.) 


Oplossing. 


1. Noemt men de drukking, die het lichaam 
in het eerste geval op de vlakte uitoefent D, 
KG., zoo oefent de vlakte op het lichaam 
eene even groote drukking in tegengestelde 
richting uit. De resultante der op het lichaam 
werkende krachten is dus G—D, KG. Deze 
ent geeft aan de massa van G, KG. eene tine van 





2,45 M. = 79 M., als g de versnelling van de zwaartekracht 


is. Een kracht van G KG. geeft aan diezelfde massa eene ver- 
snelling van g M., derhalve 
Kal aa 


1 
(GD): GB ==: 
of GD, = 6, dus D, leesn KG. 


2. Is de drukking van het lichaam op de vlakte in het 
tweede geval D, KG. zoo vindt de lezer gemakkelijk als re- 
sultante der op ’t lichaam werkende krachten D, — G. KG. 
(naar boven gericht). Nu is 


1 
(D, —-G):G= 19:95 
waaruit Dee 6 KG, 


Aan den lezer wordt nu gevraagd: Welke drukking oefent 
het lichaam op de vlakte uit: a. als het in rust is, b. als 
lichaam en vlakte vrij in het luchtledige vallen ? 

B. W‚, M, 


37. Een glazen buis is juist gevuld met 124 cM?% water van 
0°; verwarmt men haar tot 100°, dan vloeien er 6 cM3 
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water uit de basis. Als de coëfficient van kub. uitz. 
van glas — 0,000026 is, hoeveel bedraagt dan de coëffi- 
cient van kub. uitz. van water van 0° tot 100°? 

(W. H. Wisserink, Natk. Vrgst. IT, no. 61.) 


Oplossing. 
Het aanvankelijk volume van het water is 124 cM3, Na 
verwarming tot 100° C, is het volume — het volume van de 


buis + 6 eM3. = 124 (1 + 0,000026 Xx 100) + 6 cM5. 
De uitzetting is dus: 


124 (1 + 0.000026 x 100) + 6 — 124 = 
124 Xx 0,0026 + 6 cM5. 
De uitzettings-coefficient van water van 0° tot 100° is dus 
124 Xx 0,0026 +6 _ 6 
NCT Ei: =0,0026 + Orie 0,051. 
Toelichting. Het volume van de buis bij 100° —= het vo- 


lume bij 0° x het dilatatie of uitzettings binomium, dus — 124 
(1 + 0,0000 26 x 100). B. W. M, 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden, 

152. Iemand neemt bij eene crediet-vereeniging een sommetje 
geld op. Na een half jaar betaalt hij f/ 327,20 af, 
zijnde twee derde van de geleende som met de op dat 
twee derde deel verschenen rente. Twee maanden later 
betaalt hij al het nog verschuldigde met f 164,80 af. 
Hoe groot was de geleende som en welke rente werd 
hem berekend ? B. 
(Verg. Onderzoek, Hoofd v. Sch, te Amsterdam, 1891.) 

Oplossing. 
wee derde van de geleende som met de op dat twee derde 
deel verschenen rente bedraagt in 6 maanden f 327.20, der- 
halve bedraagt een derde der som met de rente in 6 maanden 

f 163,60, terwijl het een derde der som met de rente in 8 maanden 

f 164,80 bedraagt. Derhalve is de rente van het derde deel 

der som in 2 maanden f 1,20, d. i. in 6 maanden f 3,60, 

zoodat het derde deel der kom f 160 is. f 160 brengt in 6 


maanden f 3,60 dus in 1 jaar f 7,20 op, d.i. 4 RL 


17% 


153. Een bak, lang 1,3 M., breed 1,2 M. en hoog 0,6 M., 
en geheel met water gevuld, wordt aan een korte zijde 
5 dM. hoog opgelicht, zoodanig dat de andere korte zijde 
op den grond blijft rusten, Hoeveel water vloeit er 
daardoor uit den bak ? B. 
(Verg. Onderz., Hoofd v. Sch. Amsterdam, 1891.) 


Oplossing. 
A ABE A CDF 
AE: CD =BE: CF 
v (132 — 52): 138 =5: CF 
Len Di GE 





65 5 
EN / 
CE = 5 eld dus { BC 
| | e IA CDF =j OD. CF= Ge 
5e RS REL 
1 


I prisma water DHICFG=IACDF.DH= 422, L. 


2 

154. Een voorwerp, in de eene schaal van eene balans ge- 
legd, schijnt 5,76 KG. te wegen; doch legt men het in 
de andere schaal, dan schijnt het gewicht 3,24 KG. te 
zijn. De lengte van de geheele balans, tusschen de op- 
hangpunten der schalen is 875 mM. Hoe lang zijn de 
armen der balans? Hoe zwaar weegt het voorwerp? B. 
(Verg. Onderz., Hoofd v. Sch, Amsterdam, 1891.) 


Oplossing. 


Zij de lange arm der balans up m.M. en de korte w m.M., 
dan wordt de invloed van een voorwerp, dat eerst aan den 
langen arm hing p X zoo gering, wanneer het aan den korten 
arm wordt opgehangen, terwijl daarentegen de invloed van het 
tegenwicht aan den korten arm p X zoo groot wordt door deze 
verwisseling. 

In het geheel wordt dus de invloed van het voorwerpp X p 
keer zoo klein. Nu woog het eerst 5,76 KG., daarna 3,24 
KG., dus p Xp is EES en p dus 4 
_De Vriend der Wiskunde. VL 12 
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De beide armen van den hef boom verhouden zich dus als 
4 en 3. De langste arm is dus - van 875 m.M. —=4 Xx 125 


mM., == 500 mM, De kortste arm is 375 mM. 
Het gewicht van het voorwerp eischt, wanneer het aan den 
langen arm hangt een tegenwicht van 5,76 KG. Het voor- 


werp is dus 7 van 5,76 KG. = 3 X 1,44 KG. = 4,32 KG. zwaar 
of 7 X 3,24 KG, = 4 x 1,08 KG. — 4,32 KG. L. 


3 
155. Eene vereenvoudigbare breuk heeft eene waarde van 5 


Door teller en noemer beide met 10 te vermeerderen, 
wordt de waarde E. Bereken de breuk ? 

Gij acht dit vraagstuk niet te moeielijk voor uwe 
leerlingen ; toch blijkt, dat zij het niet kunnen oplossen, 
Geef thans enkele vraagstukjes, die zoodanig gekozen 
zijn, dat uwe leerlingen de oplossingen daarvan en hier- 
door ook de oplossing van het gegeven vraagstuk zonder 
hulp kunnen vinden. B. 
(Verg. Onderz. Hoofd v. Sch. Amsterdam, 1891.) 


Oplossing. 


De volgende of soortgelijke vraagstukken zoude ik aan mijne 
leerlingen ter oplossing geven. 

1. Teller en noemer eener breuk verschillen 8. Hoe groot 
zal het verschil zijn, als men beide met 6 vermeerdert? Antw. 8. 

2. Hoeveel zou het verschil zijn, als men de laatste breuk 
met 2 vereenvoudigd had? Antw. 4. 

8. Teller en noemer eener breuk verschillen 15. Bij beide 
tel ik 12 op en vereenvoudig de komende breuk. Als het ver- 
schil van teller en noemer der vereenvoudigde breuk 5 is, 
waarmede heb ik dan vereenvoudigd? Antw. 3. 

4. Wanneer ik echter beide breuken vereenvoudigd had, 
en bevonden, dat bij beide het verschil van teller en Rooms 
ò was, wat weet gij dan van de getallen , waardoor vereen- 
SE is? Antw. Dat ze gelijk zijn ? 


is, 


5. Was in beide breuken, nadat ze vereenvoudigd waren, 
het verschil van teller en noemer gelijk, terwijl het verschil 
van beide tellers 4 was, waardoor zijn beide breuken dan 
vereenvoudigd ? Antw. 3. 

6. Wat is het getal, waardoor in no 155 de beide breu- 
ken vereenvoudigd zijn. Antw. 5. 

15 
25° 
J. A. v. D, VEER. 


7. Welke was de oorspronkelijke breuk? Antw. 


156. Als A= Von is en B omgekeerd evenredig met C, op 


ö 
welke wijze hangt A dan af van C? 2 
Oplossing. 
B B à . 
AS 5 dus A? = 0 Nu is B omgekeerd evenredig met 


C,‚ dus wordt B p maal zoo groot, dan wordt C p maal zoo 
klein. 





Laten we nu B p maal zoo groot worden, dan wordt En 
3C 1 

3C Xx — 

2p? B 2B 2B 5 
fe di. p?Xos. Maar? = en dus heeft het p maal 


3 C 3 3C 
zoo groot worden van B en het p maal zoo klein worden van 
C tengevolge, dat A? p? maal en dus A p maal zoo groot 
wordt. Dus is A omgekeerd evenredig met C. L. 


157. Voor welke geheele waarden van „ zal de vorm 36° x 48 Ae 
eene volkomen derde macht zijn ? 5 


Oplossing. 


Un n+1 


36°" 487 * Bd (22) x (32) 7 x (2%) x 3’ eee 
8n+4 bn +1 


2 Xx 3 ‚ Het getal bevat dus geen andere factoren 
dan 2 en 3. Zal het eene derde macht zijn, dan moet zoo- 
wel het aantal factoren 2 als het aantal factoren 3 een 3-voud 
zijn, Nu is het echter voldoende, dat 5n +1 een 3-voud is, 
want dan is 8 +4, dat 3n +3 of een 3-voud meer is dan 
Dn +1, ook een 3-vond. Het is dus de vraag, wanneer is 
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5n +1 een 3-voud. Hiertoe zouden we de onbep. vergel. 
5n + 1 —=83-v. kunnen oplossen en we vinden: 
n=1, 4, 7, enz. n=3p +1. G. Worpa. 


158. Wat is de hoogste macht van 144 welke deelbaar is op 
600 x 603 X 606 x 609 X.,.… XxX 1197 x 1200? a 
Oplossing. 

Bij de oplossing maken we gebruik van den volgenden 
bekenden regel. 5 

„Om de hoogste macht van a te vinden, die deelbaar is in 
het product van alle getallen van 1—p, begint men met p te 
deelen door a. De geheelen van het quotient ook, en daar- 
mede gaat men voort, tot men een quotient verkrijgt, dat 
kleiner is dan a. De som der geheelen van alle quotienten 
is de exponent der gevraagde macht.” (J. VersLuys, Deelbaar- 
heid en Repeteerende breuken, S 19.) 

Omdat 144 —= 24,3? onderzoeken we, hoeveel factoren 2 en 
3 voorkomen in het gedurig product 


600 54 603 Tee 4 Xx 1197 x 1200. 
Beschouwen we daarbij de volgende twee gedurige producten. 
BK OKI Dern X-097 000 Dre nn HL ZOU et 
en 3X6XIX,.... KDUT oe AE nn od ER 


In het gedurig product (1) komen voor 
3 | 1200 | 400 [,3 [| 400 | 133,3 | 133 | 44,3 | 44 | 14, 
3|14|4,3|4|1 
400 + 133 4 44 +14 +4 41 == 596 factoren 8 
terwijl in het gedurig product (2) 
8 | 597 | 199,3 | 199 | 66,3 | 66 | 22,3] 22/7,3|7|2 
199 + 66 J- 22 + 7 J- 2 == 296 factoren 3 voorkomen. 
Derhalve komen in het gedurig product 
600 X 603 Xx .... X 1197 X 1200 
596 — 296 —= 300 factoren 3 voor. 
In het gedurig product (1) komen voor 
ZEN ;2=200,2 | 200 | 100,2 | 100 | 50,2 | 50 | 25,2 | 25 | 12, 
Zi 
200 + 100 + 50 + 25 J- 1263 +1 == 397 factoren 2. 
In het gedurig product (2) komen voor 
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Sa 00,2|99|49,2| 40 | 24,2 | 24 | 12, 
212 feb, aalrarts, 2 lean jk, 
99 +49 424 H12H6 43114 factoren 2. 
Derhalve komen in het gedurig product 


600 x 603 X....… X 1197 x 1200 
397 — 194 —= 203 factoren 2 voor. 
Het gedurig product 600 x 603 X..... xX 1197 x 1200 is dus 


deelbaar door 

2203 X 3300 — (42 N 32)50 X 23 3200 — 14450 x 23 xX 3200 
zoodat 1445° de hoogste macht van 144 is, welke op het ge- 
geven gedurig product deelbaar is. L. 


159. Bepaal het aantal en de som der deelers van 600. 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. Br. no, 4 en 5.) Aa. 
Oplossing. 
In $ 15 van dit werkje wordt aangetoond, dat het aantal 
deelers van 600 —=2?,3.5° gelijk is aan 
(ae ietalj (aet d)AES | 
en volgens $ 16 is de som der deelers van 600 gelijk aan 
241 321 531 
in . Eje > TD —_—— 1860. 


160. Bepaal de hoogste macht van 3, die deelbaar is op het 
gedurig product van alle getallen van 1 tot 100. 
(J. VersLvys. Deelbh. & Rep. Br. no. 6.) Áa. 


Oplossing. 
Volgen $ 19 in dit werkje heeft men 
LOOP aaa los MAL, BleM [3,3 31 
33 4 U +3 + 1=48 
zoodat 31% de gevraagde hoogste macht is. 


161, Bewijs, dat een geheel getal hetzelfde cijfer der een- 
heden heeft als zijn vijfde macht. 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. Br, no. 72.) (K.L.) À. 
Oplossing. 
Stellen we het getal p, dan moeten we bewijzen, dat p° —p 
een 10-voud is, 
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pr P=plpt 1)? 1) (p? HIJS 
=p ID ppt) (pt +1). 

Van de eerste 3 getallen is er zeker één een 2-voud. We 
hebben nog te bewijren, dat het product een 5-voud is. 

Is p — een S-voud dan is er niets meer te bewijzen, is 
p=ivtldanisòfp —1òfp + 1 een 5-voud en isp —= bv +2 
dan is p? + 1 = een 5-voud, want stel dan p Og de 
dan is p? +1==25gq? + 20g +5 een 5-voud. 

G. Worpa. 
Tweede oplossing. 
as azalea: —1) =a(a? + D(a? —1) 

—=a(a + 1)(a—1) (a? +1) 
=a(a+1l)(a—1l)(a? —4) + Da (a +1) (a —1) 
=alat1D(a—1) (a +2) (a —2) + Da (a 4-1) (a —1). 

De eerste term dezer som is het product van 5 op elkaar 
volgende getallen, dus deelbaar door 2 en 5, terwijl 
a(at-1)(a — 1) als product van 3 op elkaar volgende getallen 
deelbaar is door 2, dus 5a(a 4-1) (a — 1) is een 10-voud. 

Hieruit volgt dat 4? — a — 10-voud, dus a5 — 10-voud Jd 

a5 zal dus hetzelfde cijfer der eenheden hebben als a. 

D. A. VERMEULEN, 
Derde oplossing. 

Buiten beschouwing kunnen wij laten de getallen, die uit- 
gaan op 0, 1, 5 en 6, omdat alle machten en dus ook de 5e 
machten dier getallen steeds hetzelfde cijfer op de plaats der 
eenheden hebben. 

Er blijven dus over de getallen, die uitgaan op 2, 3, 4, 
{, 8 en 9. 

De getallen, waarvan de 4e macht op 1 uitgaat, hebben 
vanzelf in de 5e macht hetzelfde cijfer op de plaats der een- 
heden als het getal zelf. Dit zullen die getallen zijn, welke, 
tot de 2e macht verheven, uitgaan op 1 of op 9, dus de ge- 
tallen, die op de plaats der eenheden hebben een 3, een 7 of 
een 9, want 32 —= 9,7? =4Ien 9? —=81. Er blijven nu nog 
over de getallen, die uitgaan op 2, 4 en 8, waarvan de 2e 
machten uitgaan op 4 of op 6, dus de 4e machten op 6 en 
daar 6—=5 + 1 en vijf, met een even getal vermenigvuldigd, 
een tienvoud is, zal het produef van een even getal met 
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5 J- 1, altijd uitgaan op hetzelfde cijfer als dat even getal, 
dus hier op 2, 4 of 8. A, vAN DEN Dries. 


162. Van eene evenredigheid is de 1ste term meetkundig mid- 
delevenredig, de 2e term rekenkundig middelevenredig 
en de 3e term harmonisch middelevenredig tusschen 





21,3 ; Ë 
525 + 0,09 en 9. Welke is de vierde term, geschreven 
ven in het zestallig stelsel ? J. 
(J. Versvvys, Lrb. d. Rek. III.) (Hoofdakte 1882.) 
Oplossing. 
1 « 
21,3 213 Ier 
Eden ten em 5e = 4 
5,29 + 0,09 5 7 EE 1 da 
30 10 
De meetkundig middelevenredige tusschen 4 en 9 is 6. 
De rekenkundig middelevenredige tusschen 4 en 9 is 
EA 
De harmonisch middelevenredige tusschen 4 en 9 is gs EE 
MLS. 
mel 
Noemen we den vierden term der evenredigheid z, dan is: 
6 0D Ge % 
. Uy en 13: . 


dus z =6, òf in het zestallig stelsel geschreven : 10. 

D. A. VERMEULEN. 
163. Men telt bij den teller eener breuk 3 en vermenigvuldigt 
het product is Ie x de breuk, de 
som van teller en noemer der breuk staat tot hun pro- 


ze daarna met 


duct als 1: 654; welke is de breuk ? 
(J. VersLuys, Lrb. d. Rek. III.) (Hoofdakte 1882) J. 
Oplossing. 


4 4 
Vermenigvuldigden we niet met 5 dan zouden we, alleen 


1604 74 
door 3 bij den teller te voegen : mn 3 maal de breuk heb- 
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ben gekregen of 5 van de breuk meer, dan zij oorspronkelijk 


was, Dit is verkregen, door 3 bij den teller te voegen, 3 
des tellers is dus 3 en de teller 9. Stel nu den noemer ©, dan 
hebben we (9 J-#): 9x —=34: 225, waaruit z — 25. 


9 
De breuk is dus 5” G. Worpa. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 641-660, 152163, natk. vrgst. 35—87 zijn 
de door : 

Bas, 641, 645, 647, 649, 650, 652, 653, 656, 658, 660 ; 
152154, 156 — 161, 163. 

takels GES 641—644, 646—651, 653, 655—660; 152—163. 

P. D., 152—163. 

A. v. d, Dries, 641, 643—645, 647, 650, 652—654, 656, 658, 
660 ; 152—159, 161—163 

W. Gabriëlse, 644— 647, 650, 653, 657, 658, 660; 152—163. 

H. Gouwentak, 641—644, 647—653, 656—660; 154—157, 
159— 163; natk. vrgst. 35—37. 

EB. C. K‚ 643, 647, 649, 650, 652, 656—659; 152, 156 —163. 

L., 656; 152, 154—156, 158. 

M., 641—660; 152—163. 

W. Meier, 641—660. 

F. de Oe 641-643, 645, 647, 649, 653, 656—660; 
152, 155, 157, 159 —163. _ 

J. OE 641 —644, 647—650, 652—654, 656-658, 660. 

M. van Overeem, 641 - 645, 647, 650, 652—660. 

P. J. H. Ummels, 646, 647, 650, 653, 654, 656, 658; 152, 
157, 158, 160, 163. 

D. A. NE 641, 643650, 652654, 656—658, 660; 
152157, 159 —163. 

J.A. v.d. Wee 641660; 152, 154—163; natk. vrgst. 35-—37. 

W., 648, 649, 

v. à. Wal & Verborgh, 641—654, 656—660 ; 152 — 161, 163, 

v. d. Woude & Abramsz, 641— 650, 652— 660. 

L. IJntema, 641—647, 650, 652—654, 656—658, 660. 

Ade Zaalberg, 644, 647, 651—653, 658, 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" October 1891 franco 


681. 


682. 


683. 


684, 


685. 


686. 


687. 


688, 


bij den Redacteur A.J. vaN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht, 


Prijsopgaven. 


Welke waarde heeft A in de vierkantsvergelijking 

T.H Ard 261 —=0, 
als men weet, dat 4 + 7’ —5 een der wortels van die 
vergelijking is? En 
Bereken # uit: 
mt 


16° + LON 10. L. 
Van een gegeven A ABC is AB de basis. Op AC neemt 
men een stuk AD =p, op BC een stuk BE—=g, daar- 
op trekt men DE. In welke verhouding wordt die lijn 
verdeeld door de hoogtelijn uit C ? G. Worpa. 
Een gegeven cirkelboog in twee andere bogen te ver- 
deelen , zoodanig dat de som der overeenkomstige koor- 
den een maximum is. J. v. D. SANDT, 
(Perersen, Meth. & Theor. no. 75.) 
In een cirkel is een willekeurige A ABC geplaatst; uit 
elk der hoekpunten wordt eene middellijn geswrokken en 
daarna de tweede uiteinden dier middellijn met de naaste 
hoekpunten van den A ABC verbonden. Bewijs, dat de 
inhoud van den zeshoek ADBECF het dubbel is van 
dien van den A ABC. J. C. Ecer. 
Het apothema van een regelmatigen vijfhoek, in een 
cirkel beschreven, is gelijk aan de halve som der zijden 
van den ingeschreven regelmatigen zes- en tienhoek. Bewijs, 
(G. Smits, Meetkundige Vraagstukken, no. 950.) * 
Van drie op elkaar volgende getallen is het middelste 
eene volkomen tweede macht. Bewijs, dat het gedurig 
product dier getallen deelbaar is door 60. 


Bewijs, dat het product der deelers van m = a Pole , 


gelijk is aan En (+1) (r+1) … 


689, 


690. 
691. 


692, 


693. 
AE En 
B |2 Eb (ta B a) 


694, 


695. 


697. 


698, 


699. 
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Bewijs, dat voor alle geheele positieve waarden van m 
de vorm 


(z" De 1) (27 EK 1) (wins I) 
(2—1l) (&? —1) (x3 — 1) 
een geheel getal voorstelt. 
Te onderzoeken voor welke waarden van « 
da? + 2 + 5 

door 7 deelbaar is. ECE 80 
Het getal 200 in twee deelen te verdeelen, zóó dat het 
eene door 6 en het andere door 4 gedeeld tot resten 
geeft 5 en 4. (K. IL. 1890,) 
Bewijs dat iedere macht van 76 tot laatste cijfers 76 heeft. 
(J. VersLuys, Dibrh. & Rep br. no. 26.) (K.I. 1890.) 
Herleid : 








X g|sa (at dens pa) | 
Het antwoord schrijven zonder gebroken en negatieve 
exponenten. 

In welke vergelijking zijn de wortels de derde macht 
van de wortels in: z? — Ay J1=0P 

Een ambtenaar betaalt aan het begin van elk jaar 150 
gl. aan een weduwenfonds. Na 25 maal betaald te heb. 
ben sterft hij. Zijne weduwe ontvangt 11 maal eene 
jaarlijksche uitkeering van 750 gulden, den eersten keer 
aan het einde van het jaar, dat op het sterf jaar volgt. 
Hoeveel schade lijdt het fonds, als men 4 0 |, rente rekent ? 





‚ Welke geheele positieve waarden van de onbekenden 


voldoen aan de vergelijkingen : 

2x + 14y — 72 == 341 en 10e + 4y + 92 == 473 P 

Om een gelijkbeenigen rechthoekigen driehoek is een 
cirkel beschreven. Eene koorde te trekken, evenwijdig 
met de schuine zijde, die door de rechthoekszijden in 
drie gelijke deelen wordt verdeeld. 

Van een parallelogram zijn 2 zijden a en b gegeven ; 
de ingesloten hoek is 60°, Bereken de diagonalen. 

Een rechthoekig trapezium, waarvan de evenwijdige 
zijden a en 2a zijn en dat een hoek van 45° bevat, 


700. 
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wentelt om de schuine zijde. Bereken den inhoud van 
het omwentelingslichaam. 

Welke is de verhouding der inhouden van een regel- 
matig achtvlak en van het lichaam, dat de middelpunten 
der zijvlakken tot hoekpunten heeft ? 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


38. 


39. 


40. 


133. 


134. 


(Oplossingen voor 15 October 1891 inzenden.) 
Bij het schijfschieten wordt het geweer horizontaal gericht 
op de hoogte van het middelpunt der schijf, die zich op 
200 M. afstand bevindt. Waar zal de kogel de schijf 
treffen, als hij den loop verlaat met eene snelheid van 
400 M? g—=10 M. 
(Horn en pe Gast, Vrgst. over Natk., S 18 no 6.) 
Hoe groot zijn de massa’s van lichamen, die 98, 147 en 
490 KG. wegen, uitgedrukt in de dynamische en in de 
statische eenheid ? 
(Horn en pre Gast, Vrgst. over Natk., S 19 no. 4.) 
In een bak, lang 18 dM., breed en diep 4,5 dM., ligt 
een houten kubus, welks ribbe 1,5 dM. en waarvan het 
S. G. 0,64 is. Hoeveel L. water kan men nu nog in 
den bak gieten ? 
(Horr en pe Gasr, Vrgst. over Natk,, $ 35 no. 5) 
(Ex, Onderw.acte.) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
Trek door een der hoekpunten van een driehoek een 
rechte, zoodat het verschil van de afstanden der beide 
andere hoekpunten tot deze rechte een gegeven lengte hebbe. 
(C. Krarper, Kz., Lrb. d. Mtk. S 330, no. 627.) N, 
Verdeelt men een ingeschreven vierhoek door elk van zijn 
diagonalen in twee driehoeken, dan zijn de snijpunten 
der hoogtelijnen van die vier driehoeken de hoekpunten 
van een vierhoek, die congruent is met den gegeven 
vierhoek. Bewijs dat. F., S. re R. 
(J. VersLuys, Meth, Opl, Mtk, Vrgst. Gem. Vrgst. no, 148.) 
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145. Een driehoek te beschrijven, als gegeven zijn: de lijn, 
die den tophoek middendoor deelt, de basis en een hoek 
van de basis. E95, rr Be 
(Verg. ex. Heetveld, 1889.) 

— — Een rechthoekigen driehoek te beschrijven, als de lijnen 
gegeven zijn, welke de scherpe hoeken middendoor deelen, 
gemeten tot aan de overstaande zijden. FS. rr R. 

Dit vraagstuk kan niet door elementaire meetkunde, 
dat is: door het gebruik van den cirkel en de rechte lijn 
alleen , opgelost worden. 

In het Supplement op „De Vriend der Wiskunde” I 
(1887) no. 61; idem II (1888) bl. 104 en in „De Vriend 
der Wiskunde’ III (1888) bl. 235—238, vindt u dit 
vraagstuk behandeld. 

136. Op een gegeven cirkelomtrek twee punten te bepalen , 
zóó dat de rechte lijnen, uit die punten naar cen ge- 
geven punt getrokken, een gegeven hoek vormen en zich 
verhouden als twee gegeven lijnen. E.S rn BR: 
(J. Versrurs, Meth. Opl, Mtk. Vrgst. Gem. Vrgst. 81.) 

14%. Een driehoek te construeeren uit / (straal ing. cirkel), 
e (str. aang. cirkel zijde a), we (bissectrix van / A). 


h is bepaald door r en r- VE 


(Perersen, Meth. & Theor. no. 108.) 
No. 178 en 179 staan op blz. 192, 
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De aandachtige beschouwing eener figuur. 


Opraavr. De zijde te berekenen van den ingeschreven regel- 
matigen driehoek, als de straal van den cirkel =R ós. 

1e MANIER. In de leerboeken der meet- 
kunde vindt men de zoogenaamde „for- 
mule voor het dubbel aantal zijden’: 


d VR RV AR a? 
2n ” 
Hierin is in ons geval a, —Rena de 
n 


onbekende. We hebben nu de volgende 
oplossing : 





R=V 2 RR AR a? 
\ R?=2R?_—_ RAR? at 
R=2R WAR? at, 
dn dik 
AR? —a 2 —=hR? 
n 
Oee 
Nn 
Ry os 
2 MANIER. In den rechthoekigen driehoek ACD is 


AC —=WAD?—CD? =VAR? —R? =V IR? = Rd. 

3r MANIER. Bekend is de stelling: In een rechthoekigen 
driehoek met een hoek van 30° is de rechthoekszijde over den 
hoek van 30° de helft der hypotenuse. 

In den rechthoekigen driehoek MCE is £ MOE — 30°, dus 


ME „MO R, Nu is CE= v MC? — ME? Vr: — R? 


Me 1 
—V ir = zE 3; derhalve AC =2CE=R Vv 3. 
Ar MANIER. In A BCF is / F—=90° en Z BCF — 30°, dus 
ak 1 
BF —= BO = 5 B. 


In den rechthoekigen driehoek ACF is / CAF — 30°, dus 
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CF— 5 AC. Volgens de stelling van Pythagoras hebben we: 
AC? = AF? + CF? 


Len Fa 

AC? =(5R) +7 AC? 
3 1 
JAC: = 2, R? 


AC? =3R? 
ACR. 

O5 MANIER, In de leerboeken vindt men de stelling : In een 
driehoek is het vierkant van de zijde over den stompen hoek 
gelijk aan de som der vierkanten van de beide andere zijden, 
vermeerderd met het dubbel product van een dier zijden en 
de projectie van de tweede op de eerste. 

Passen we deze stelling toe op A ABC. 

AC? = AB? + BC? +2 AB. BF 


AC? =2R? HAR. SR. 


AO 
AC=R tv 8. 

Gr MANIER, We maken gebruik van de stelling: Als twee 
koorden van een cirkel elkaar snijden, is het product der stuk- 
ken van de ecne koorde gelijk aan het product der stukken 
van de andere koorde. 

AE Xx EC = BE x EG 


1 1 1 1 


1 3 
zen De 
z Â© =jk 


AC? —=3R? 
AGS RD. 

Te MANIER. We passen toe de stelling: Als uit een punt 
van een cirkel getrokken zijn eene koorde en eene middellijn, 
is de koorde middelevenredig tusschen hare projectie op de 
middellijn en de middellijn. 

AC =AH Xx AD 


AC? = IER Xx 2R 
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AC? —=3R? 
AC = Ry 5E 


8e MANIER. A ACF A ACD, dus 
AC: AD =AF': AC 
AC? =AD x AF 


AO? —=2R X IR 


AC2— SR 
AC Rt ô, 


9e MANIER. De oppervlakte der ruit ABCM = AB Xx CF. 
CF —=V/BC? — BE? = Ve: - zE —iR/3, 


1 


dus AB Xx OF = RX 3 


1 
Rr ô= zRr3, 
De oppervlakte der ruit is ook — AC Xx „MB — ÂC X 3 R. 


1 1 
Dus is AC Xz k —gRr3 
AC =Rrv 3. 


10r MANIER. In de leerboeken vindt men de stelling: In 
een parallelogram is de som der kwadraten van de diagonalen 
gelijk aan de som der kwadraten van de vier zijden. Passen 
we deze stelling toe op de ruit ABCM : 
AC? + MB? —= AB? + BCO? + CM? + MA? 
AC? JR? =4R? 
AC? =3R? 
AC =Rv3. 


Ilir MANIER. We passen de stelling van Ptolemeus toe op 
het geliĳjkbeenig trapezium ABCD. Deze stelling luidt: Als 
een vierhoek in een cirkel is beschreven, is het product der 
diagonalen gelijk aan de som der producten van de overstaande 
zijden. Im onze figuur dus: 

AC x BD = AB Xx CD + BC x AD 
AC? =R? + 2R? 
AC? =3R? 
AC =Rrv8. 


192 


làr MANIER. Bekend is: Als de zijde van een gelijkzijdigen 


driehoek — a, is de Koor ar 3. 


2 


Passen we dit toe op A ACG, De hoogtelijn GE — 5 R. 
1 1 
Dus 5 av 3=ljk. 
ars —=3R 
a=—=Rr3 
AC Ri. 


Het bovenstaande dient om den jeugdigen beoefenaar der 
meetkunde te doen zien, dat eene aandachtige beschouwing 
der figuur hem veel kan leeren buiten het leerboek om — 
ook om hem aan te sporen veel te studeeren met alleen pot- 
lood en papier voor zich. 

Maastricht, April ’91. S. pe Gasr Jz. 


Vervolg der Ingekomen Vraagstukken op bl. 188. 


— — Een trapezium te construeeren, als gegeven zijn de beide 
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179, 


diagonalen en de twee opstaande zijden. ed 

Van dit vraagstuk is in De Vriend der Wiskunde I, 
1886, no. 62 eene algebraïsche en in Jaargang IV, 1889, 
no. LXXVII eene meetkundige oplossing geplaatst. 
Als de stralen van de om- en ingeschreven cirkels van 
een scherphoekigen A door R en r, de zijden door a, 
b en c en de loodlijnen, uit het middelpunt des omge- 
schreven cirkels op de zijden neergelaten , door },, !, 
en /, voorgesteld worden, dan heeft men: 

Rm CED BHO U Hea), 
ad-bd-e 
ed al, + bl, + el, 
DD adbte 7 

(C. Krarerr, Kz., Lrb.d. Mtk. $ 330, no. 657.) J.P. 
Hen vierhoek te construeeren, als gegeven zijn de beide 
diagonalen, 2 overstaande zijden en de rechte, die de 
middelpunten dezer verbindt. 


_(C. Krareer, Kz, Drb.d. Mtk.$ 330, no. 702.) J.P. 


ge 
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Iets over de verkorte bewerkingen. 


L Vermenigvuldiging. 


S 1. Opgaaf. Bereken zoo nauwkeurig mogelijk : 
a,bede Xx 0,000mnpgr, als gegeven is, dat beide factoren tot op 
eene eenheid van de laatste decimaal nauwkeurig zijn. 

IL Het eerste gedeeltelijke product is: a x 0,000mnpgr of 
a X mnpgr hm (honderd millioenste). Deze uitkomst kan zoo- 
wel te groot als te klein wezen, maar de fout kan niet meer 
bedragen dan 9 Xx 1 hm, daar a hoogstens 9 kan zijn. 

IL. Voor het tweede ged, product nemen we: 

b X mnpg hm + de hm uit het product b Xr dm of 

bXmnpghm-dehm „ À 3 +1 hm. *) 

Het vermenigvuldigtal ligt tusschen: 
0,000mnpg (r — 1) en 0,000 mnpg (r +1), het product ligt dus 
tusschen 5 X mnpg (r — 1) dm en b X mupg (r +} 1) dm of tus- 
schen b X mnpg hm + (5 Xr —b)dm............ (1) 
en bX mnpg hm + (bXr-b)dm............ (2) 

Is het vermenigvuldigtal te groot en eindigt b Xr op een 5, 
dan zal de benaderde waarde van het product toch niet meer 
dan (549) dm (5 kan 9 voorstellen) te groot kunnen zijn, 
is daarentegen het vermenigvuldigtal te klein en eindigt b Xr 
op een 4, zoo is het product te klein, maar de fout zal niet 
meer bedragen dan (4 J- 9) dm. 

In alle andere gevallen zal de fout minder bedragen. 

IL Voor het derde ged. product nemen we: 

CX mnp hm + de hm uit het product c Xq dm of 

cXmnphmt-dehm „ „ , 5 J- 1 hm. 

Zoo we aannemen r > 0, ligt het vermenigvuldigtal tusschen 
0,000mnpg en 0,000mnp (q + 1), het product zal derhalve lig- 
gen tusschen: 

CX mnp hm Je Xqdm en c X mnp hm Xx (c X q + c) dm, 


*) Het cijfer r wordt nu weggelaten, ten einde evenwel het pro- 
duct zoo nauwkeurig mogelijk te maken, telle men de hm van het 
getal b X dm bij het gevonden product op, als dat getal op 0, 1, 
2, 3 of 4 eindigt; eindigt het op een ander cijfer, zoo vermeerdere 
men de hm met één. 

De Vriend der Wiskunde, VL. 13 
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De fouten kunnen niet meer bedragen dan 
5 dm als het product te groot is en 
18 dm sr 4 „ klein is. 
Is daarentegen r=— 0, en het vermenigvuldigtal te groot, 
dan zal het product toch niet minder kunnen zijn dan 
ce X mnp(g —1)9tdm of 
ce X map hm He Xq dm —e dm Je X 9 tdm. 
Daar we voor de benaderde waarde van het product kunnen 
nemen c X map hm + (c Xq +5) dm, zal de fout kunnen be- 
dragen 5 dm + c dm — 9 X ctdmof 5 dm + 10 X ce tdm — IXc 
tdm =5 dm + ctdm { 6 dm. 

In dit geval evenwel kan het tweede ged. product niet meer 
dan 9 dm te groot zijn, omdat dan b Xr nul is. 

Nemen we derhalve in het tweede ged. product (te groot) 
eene fout aan van 14 dm , dan kan de fout in het derde niet 
meer dan 5 dm bedragen. 

IV. In het vierde ged. product kunnen dezelfde fouten 
gemaakt worden als in het derde. 

Alleen wanneer 7 en q nullen voorstellen , zou het product 
meer dan 5 dm te groot kunnen zijn, de fout zou dan hoogstens 
kunnen bedragen 5,09 dm, maar in dat geval zou de fout in 
het derde ged. product slechts 0,9 dm hebben kunnen bedragen. 

V. Als de vermenigvuldiger nauwkeurig was, zouden de 
fouten niet meer kunnen bedragen dan 5 dm en 13 dm. 

Nu evenwel kunnen zij bijna 0,0001 Xx (m1) td = (m1) hm 
meer bedragen, doch daar (m +1) hoogstens 10 kan wezen, 
zullen de fouten niet grooter kunnen zijn dan 10,5 hm en 11,3 hm. 


S 2. Uit het bovenstaande volgt, dat het product niet meer 
dan (9+1,38+-11,8 +2 x1,3) eenheden van de laatste de- 
cimaal te klein en niet meer dan (9 + 1,4 + 10,5 + 2 X 0,5) 
van die eenheden te groot kan zijn, of niet meer dan 25 een- 
heden te klein en niet meer dan 22 eenheden te groot. 

Daar de grenzen, waartusschen het nauwkeurige product 
moet liggen, minder dan 100 eenheden van de laatste deci- 
maal, die we bij de verkorte bewerking verkregen hebben, 
verschillen, verkrijgen we een product, dat tot op ééne een- 
heid van de laatste decimaal nauwkeurig is, door de twee 
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laatste cijfers weg te laten. In sommige gevallen moet het 
voorgaande cijfer met één vermeerderd worden, zooals hier- 
onder zal blijken. 


S 3. Laat ons nu nagaan uit hoeveel cijfers de factoren 
van een product kunnen bestaan, alvorens de grenzen, waar- 
tusschen de nauwkeurige waarde van het product moet liggen, 
meer dan 100 eenheden van de laatste decimaal, bij de ver- 
korte bewerking verkregen, zullen verschillen. 

Stellen we daartoe het aantal cijfers in elk der factoren op 
©, dan verkrijgen we de volgende ongelijkheid : 

Of L4H(r—3)0,5H10,5 | {9 H1,3H(w —3)1,3H-11,3{ (100. 
42,5 + (w — 3) 1,8 { 100 
(z — 3) 1,8 { 57,5 
T— 332 
waaruit volgt: “<35. 

S 4. Een product, welks factoren uit 34 cijfers bestaan, 
kan niet meer dan 37 eenheden van de laatste decimaal te 
groot en niet meer dan 62 van die eenheden te klein zijn, 
Vormen de laatste cijfers van zulk een product b.v. het getal 
699, dan moet de nauwkeurige waarde liggen tusschen... 
69957 en...…. 699 + 62, of tusschen .….…. 662 en... 161, 

Vormen die cijfers het getal 600, dan zal de nauwkeurige 
waarde liggen tusschen.... 563 en... 662, 

In het eerste geval stelt... 1 de waarde van het pro- 
duet tot op eene eenheid van de laagste orde nauwkeurig 
voor, in het tweede getal wordt die waarde voorgesteld door …. 6. 

Laten we bij het product..... 699 de twee laatste cijfers 
weg, dan wordt het product daardoor kleiner, was daaren- 
boven de uitkomst reeds te klein, dan moet de nauwkeurige 
waarde grooter zijn dan... 1 en kan derhalve..... 6 die 
waarde niet tot op eene eenheid van de laatste decimaal nauw- 
keurig voorstellen. Dit zal steeds het geval kunnen zijn, als 
de twee laatste cijfers een getal voorstellen, dat met 62 ver- 
meerderd, meer dan 100 bedraagt, dus als die cijfers een ge- 
tal grooter dan 38 voorstellen. 


$ 5. In vele gevallen zullen de grenzen, waartusschen de 
nauwkeurige waarde van een product moet liggen, zóó voor- 
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gesteld kunnen worden, dat het 3e cijfer van rechts in beide 
hetzelfde is. Hebben we b.v. tot product verkregen ..... 645 
terwijl de factoren uit 23 cijfers bestaan, dan zal de nauwkeu- 
rige waarde liggen tusschen... 645 —31 en..... 645 + 48 
of tusschen... 614 en..... 693. In dat geval zal.....6 
de waarde tot op eene eenheid nauwkeurig en te klein voor- 
stellen. Dit zal afhangen van de laatste cijfers der uitkomst 
en van de fouten, die gemaakt kunnen worden. | 


S 6, De algemeene regel evenwel is deze: 

Wanneer men het product tot op eene eenheid van de laagste 
orde nauwkeurig wil vinden van twee getallen, die zelf ook 
tot op eene eenheid van de laagste orde nauwkeurig zijn voor- 
gesteld, terwijl beide uit niet meer dan 34 cijfers bestaan , dan 
late men de twee laatste cijfers van het product weg en vermeer- 
dere het voorgaande met één, als de weg te laten cijfers een 
getal voorstellen, dat grooter dan 38 is; is dit niet het ge- 
val, dan late men het voorgaande cijfer onveranderd. 


HI. Deeling. 


S 7. Moeten we het quotient bepalen van twee getallen , 
die beide *) tot op eene eenheid van de laatste decimaal nauw- 
keurig zijn, dan kunnen de volgende fouten- gemaakt worden. 

De eerste aftrekker kan niet meer dan 9 eenheden van de 
laatste decimaal te groot of te klein zijn, het deeltal kan niet 
meer dan 1 eenheid van de laagste orde te klein of te groot 
zijn, dus het eerste verschil kan niet meer dan 10 van die 
eenheden te klein of te groot zijn. 

De tweede aftrekker kan niet meer dan 1,4 eenheid f) te 
groot of 1,3 eenheid te klein zijn (zie de vermenigvuldiging). 
Het tweede verschil kan derhalve niet meer dan (10 —J- 1,4) een- 
heid te klein of (10 + 1,3) eenheid te groot zijn. 

Daar de derde aftrekker niet meer dan 0,5 eenheid te groot 
of 1,3 eenheid te klein kan wezen, zal het derde verschil 
niet meer dan (10—-1,4-0,5) eenheid te klein of (104-1,3+1,3) 
eenheid te groot zijn. 

*) Het deeltal bevat evenveel cijfers of een cijfer meer dan de deeler. 


t) Kortheidshalve wordt de uitdrukking „van de laatste decimaal” 
weggelaten, 
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S 8. Bij een quotient van 10 cijfers b.v. kan het laatste 
verschil of de rest niet meer dan (10 + 1,4 +- 8 X 0.5) een- 
heden te klein of (10 + 1,3 +8 X 1.3) eenheden te groot zijn. 
Noemen we nu de verkregen rest R en het quotient Q, dan kan 
de nauwkeurige waarde van het quotient nooit grooter zijn dan 
Q + rest: (RH 16) en nooit kleiner dan Q + rest: (R — 22). 

Is nu R + 16 > D (laatst gebruikte deeler) dan kan de 
nauwkeurige waarde van het quotient grooter dan Q + 1 zijn; 
is daarenboven R— 22 « 0, zoo kan zij kleiner dan Q wezen. 
In dit geval geeft Q niet de waarde van het quotient tot op 
eene eenheid van de laatste decimaal nauwkeurig aan, omdat 
het quotient grooter dan Q —- 1 kan zijn. Daar het ook 
kleiner dan Q kan wezen, geeft ook Q +1 die waarde niet aan. 

Uit R—22{0, volgt R{22; zal nu tevens R+ 16 > D 
zijn, dan moet D kleiner wezen dan 16 J- 22 = 38, 

Is D ) 38, dan zal: 

FR —22{ OenR-16{Dzijn, . . . . (1) 
AR 22 OenRH16 SD. A (0 
Oe RO ereete LED Pen en (9) 

Bij (Ll) zal de nauwkeurige waarde van het quotient liggen 

tusschen Q —1 en Q +1. 

Bij (2) PRO el NBE Qed 

Bij (3) BO nend a. 

In dit geval geeft Q + 1 de waarde van het quotient tot 
op eene eenheid nauwkeurig aan. 


S 9. Laat ons de zaak eens meer algemeen beschouwen. 

Dtelt Q een getal van » cijfers voor, dan kan het laatstver- 
kregen verschil niet meer dan 
(10 + 1,4 +(n— 2) 0,5} eenheden te klein of {10 + 1,8 + 
(n — 2) 1.3} eenheden te groot zijn. Stellen we verder: 
110 -4 1,3 H(n—2) 138} = FE, en} 10 4 1,4H(n—2)0,5 |= F, 
en D — laatstgebruikte deeler. 

De volgende gevallen kunnen zich nu voordoen : 

19, R—-F‚=0, RAE, XD. 

2. R—-F‚=0, RAF, )D.*) 

*) Daar F‚ nooit een geheel gelal kan zijn, kan R+F, nooit ge- 
lijk aan D wezen. 
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BV RESE, COO RRRS: 
4 OREZTS CORA 
BR PID OMR EON D: 
GMR LEAO REED 


1°. Het quotient kan niet kleiner dan Q en niet grooter 
dan Q +1 zijn. De benaderde waarde is Q tot op eene een- 
heid van de laatste decimaal nauwkeurig en te klein. 

29, Zou het kunnen gebeuren, dat R+ F,)>)2xD was? 
Zoo ja, dan zou daaruit volgen, omdat RD is, F, > D. 
Is n ) 2, dan zal altijd F,{F, zijn, dus uit F, > D zou 
voortvloeien F',) D, dit kan evenwel niet, omdat F, =R{D 
gesteld is. 

Dit geval kan derhalve bij » > 2 niet bestaan. De nauw- 
keurige waarde van het quotient moet dus liggen tusschen Q 
en Q +2. De benaderde waarde wordt voorgesteld door Q +1. 

3°% Zoo D{F, is, dan kan (bij R=— 0 b.v.) het quotient 


kleiner zijn dan Q—1. Is evenwel D 5 F,, dan kan zulks 


niet. In dat geval ligt de nauwkeurige waarde tusschen Q — 1 
en Q +1, daar RF, {D is. 
49, De nauwkeurige waarde kan nu kleiner dan Q — 1 en 


grooter dan Q J1 zijn, Nemen we evenwel D 5 FF, +F., 


dan kan dit geval niet bestaan, immers uit R+ F, > D volgt 
RE, DFE, FE,, dus ook RÒF,. 

5% Zie geval 1°, 

6° Zie geval 2°. 


S 10. Uit het bovenstaäânde blijkt, dat men steeds een quo- 
tient kan vinden, dat tot op eene eenheid van de laatste deci- 
maal nauwkeurig is, als de laatst gebruikte deeler grooter is 
dan de som der fouten, die volgens bovenstaande berekening 
gemaakt kunnen worden. (In werkelijkheid worden die fouten 
niet gemaakt, men zou ze wel „maximumfouten’’ kunnen 
noemen.) 

Zoo de rest, vermeerderd met de maximumfout, die het te 
klein aanwijst, grooter is dan de laatst gebruikte deeler, ver- 
meerdere men het verkregen quotient met één. 
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S 11. Neemt men voor laatst gebruikten deeler een getal 
van drie cijfers, dan zal men het quotient tot op eene eenheid 
van de laatste decimaal nanwkeurig kunnen vinden , zoolang 
F,+E, <{100%) is. 

Stellen we, dat het quotient uit » cijfers bestaat, dan is 
F‚,=104-13 4 (u —2)1.3 en F, = 10 4-14 + (n —2)0.5. 
Uit {10 + 1,3 J- (n—2) 1.38 H- 110 + 1.4 + (n--2) 0,51 {100 


volgt 22.7 + (n — 2) 1.8 ( 100. 
(n— 2) 1,8 (77.3. 
n 45. 


Zoolang derhalve het quotient uit niet meer dan 44 cijfers 
bestaat, kan men het tot op eene eenheid van de laagste orde 
nauwkeurig berekenen, als men voor laatsten deeler een getal 
van drie cijfers neemt. | 

Wenscht men voor den laatsten deeler een getal van twee 
cijfers te nemen, zoo lette men er op, dat dat getal grooter 
dan de som der maximumfouten is. De grootte dier som hangt 
af van het aantal cijfers in het quotient en van het eerste 
cijfer van het quotient. Bij onze berekening hebben we dat 
zoo groot mogelijk genomen; is het 1, zoo zullen de fouten 
veel kleiner zijn. 


S 12. Nemen we als laatsten deeler 20 en is het eerste 
cijfer in het quotient 4 of minder, dan kan men 6 cijfers van 
het quotient bepalen, want 

5 A13 + (n—3) 13 +514 (n —2)05 { 20, 
12.7 + (n —2) 1.8 (20, waaruit volgt n { 7. 

Als het eerste cijfer van den deeler grooter dan 1 is en de 
twee eerste cijfers van het deeltal vormen een grooter getal 
dan die van den deeler, kan men dus altijd 6 cijfers van het 
quotient nauwkeurig bepalen, wanneer men voor den laatsten 
deeler een getal van twee cijfers neemt. 


Amsterdam. ÀÂ. P. BoeEser. 


*) 100 is het kleinste getal van drie cijfers. 
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Het verdeelen in 3 gelijke deelen van een wille- 
keurigen hoek. 


Tot de meetkundige vraagstukjes, die tot op heden slechts 
bij benadering werden opgelost, behoort „Het verdeelen in drie 
gelijke deelen van een willekeurigen hoek’, 

Tom Pit, de vermakelijke medewerker van de Illustration , 
verrast zijn lezers met een oplossing van dat vraagstuk, die 
vooral aan practici zeer welkom zal zijn. Timmerlieden, sme- 
den en meer anderen vinden daarin een zeer EE eN 
dat hun veel passen en meten uitspaart, 

Het instrumentje in blik, hout of carton vervaardigd , heeft 
onderstaanden vorm ; een TSAS verbonden aan een hal- 
ven cirkel , waarvan 
AOZAB, ii i. recht- 
hoekszij Re Even een- 
voudig als het werk- 
tuigje is zijn gebruik. 
Neem aan, dat we den 
hoek XYZ in drie ge- 
lijke deelen moeten 
verdeelen, dan schui- 
ven we den haak zoo- 
danig tusschen de beenen, dat het opstaande been AD van 
den rechten hoek langs het hoekpunt Y valt, dat het uiteinde 
van het andere been E in het been XY komt te liggen van 
den gegeven hoek en eindelijk het been YZ raaklijn wordt 
van den halven cirkel ACB. 

Verleng nu de lijn YA en de lijn YO, neem den haak weg 
en vereenig A met Y en O met Y, dan is de bewerking ge- 
reed en de gegeven hoek in drie gelijke deelen verdeeld. Voor 
de lezers, die verlangend zijn naar het bewijs dier oplossing, 
diene dat A EAY@2 A OAY en verder dat YA en YC raak- 
lijnen zijn aan denzelfden cirkel uit één punt getrokken, waar- 
door ook hier weer A YAOZ2 A YCO. 





W. VALKHOFF. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 661—680. 


661. Op te lossen: 4? (— z +4 24) =p? (we + 2y) en 
ry=q (e J- 24). P. J. Bos. 


Oplossing. 


2 
Uit de 2e verg. volgt # + Vn Dit gesubstitueerd in 
de eerste, geeft het stelsel 
qy (et) =p? en v°y =q? (ve +2). 
De le verg. is te splitsen in 
WD H. q°y(—e + 24) =p?a?. 
In het le geval volgt #—=0 uit #2y = q? (wv J- 24). 
Wij hebben nu nog op te lossen 
(er H)= pret en 22 = 0° (+2) 
sy diy qe 


ntt 
Pr 22 — 2q° 
qe ‚A ee 7 E)= ED 
(22 — 29°)? 


gie (a + 4q°2) = pta? (a? — 29°)? 
2 ee 
— gie? + Agt =p? (xt — 4q?v? +4g*) 
kn GR) A bep gg 
2 Dr DD Aln At À 
zt _ Ù (4p Er A 


p* p* 
hg ED EA nd ob ld id 
2p? Apt p? 
Eg Wer re En Ly 16pt — 8p2q? +q*— 16p*+16p2q?) 
= Ee Lip — gt Eg (Ep? + 9°)| 
Ri pv? báp? —g? Eg (Bp? J 92). 


Deze wortels maken den vorm (z? — 24?)?, waarmede ver- 
menigvuldigd is, niet nul, en zijn dus niet ingevoerd. Boven- 
dien levert de deeling door z? nog den wortel «== 0. 
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Verder volet uit er 
ke 8 In 

LV oorsee= ONR es 

KH. „ vm tip2 pt ft Ha Bp? +)! 


(gt 2) Ap GSD 
IT 2 :2p) Ap? — 0? Ha (Bp? 49°) 20° 
APTN Ap Et vel Salade 
ie —q + (8p? + 9°) 
gp ret ips ge Eg (BPA) te PEP 
gtr (Sp? +9) tg tr (Bp? + 9°)| 
Pr2l4pr gt grt +7) H8pr Hag +2gr (Sp? +q°) | 
8p* 
v|4p? —q tg Sp? +2) Ape Hg Hg (Bp? +92) 


me 


| 
| 


If 


|I 
il 


v\1l6pt —gq* +g°(8p? +9°) 
+ (4p?q +93 +4p?g —g*) Vv (Bp? +-9)| 
1 
zs Er 16p* + 8p?q? +8p?qrv (Bp? + 9°)| 


1 
áp 
Se 
ip 


1 
—=tgr2l2pt +0 dar (Bp? + 07). 
HI. Voor =d? V4p? —q? —gqv (Sp? + q°)| vindt 
men op geliĳjke wijze 


- 
g=Fzv2ip tg gr (Ep t0°)|. 


De bovenste teekens behooren bij elkaar, zoomede de onderste. 
P. J. Bos. 


662. Een gelijkbeenigen driehoek te construeeren, als de af- 
standen van het middelpunt des ingeschreven cirkels tot 
de hoekpunten gegeven zijn. Bereken daartoe eerst den 
straal van dien cirkel. P. J. Bos. 


Oplossing. 
Zij AO =,a, BO == CO == 5, en OD OEFSE. 
OD en OE zijn loodlijnen uit O op BC en AB, waarbij OD 
in het verlengde van AO ligt, 
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Nu is: AB —= (a? —e?) dp (b? —z?); 
BD —=1y (b? — «?). 

(ate) (Dt)? = D2—et) } (aha)? 
a? Hb? — 22 (a? —e?)(b2 —e?) = 
Ed J- a? —J- 2az 
Vv (a? — ax?) (b2 et) ==? Jar 

(a? — 22) (B? — a?) = a? (wv Hal? 
vt a—=0 of (a— xv) (b? —r?) ==? (wr Ja) 





v—=— a of ab? — br — ax? Jr == Jar? 
— Zaan? — bex Jab? =0 
2a 2 


b? bt b? 
ren) 
Van deze 3 wortels is alleen te gebruiken 
2 
en rv (b? F 80) gev Ga? 42) —bL 
Wij hebben nu de volgende constructie. 
1. Teeken een rechth. driehoek, die tot rechthoekszijden 
heeft 2ay” 2 en b. 


2. Neem het verschil van de hypothenusa en 5. Zij dit =c, 
zoo is Be dus 4anbi 61.5 
4a’ 
8. Construeer een 4e evenredige tot 4a, b en c. 
Uit de figuur blijkt, dat de drieh. ABC nu zeer gemakkelijk 
met BO, OD en AO kan samengesteld worden. P.J. Bos. 


663. Beschrijf in een geliĳkzijdigen A een anderen, wiens 
zijden loodrecht staan op die van den eersten. 
(Lit. Math. ex. Oct. 1889.) 
Oplossing. 
Constructie. Nemen we op de zijden 
van den geliĳjkz. drieh. ABC, denzelfden 
weg uitgaande stukken AD, BE en CF, 


elk gelijk aan : van de zijde des drie- 


hoeks, dan is de driehoek DEF door 
vereeniging der deelpunten ontstaan de 
gevraagde, 
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Bewijs. De driehoeken AFD, DEB en CEF zijn geliĳk- en 
9) 


gelijkvormig, omdat AD — BE —= CF, DB == EO = FA = 5 


van de zijde des driehoeks, en / A — B-—=/ 0, en ze dus 
twee zijden en den ingssloten hoek gelijk hebben. Daaruit 
volgt FD =DE =FE dus A FDE gelijkzijdig. Verder is als 


we F vereenigen met het midden e van CB. Ce —= g van de 


zijde van A ABC, dus Ce—= CF en omdat / A — 60°, A CFe 
gelijkzijdig en dus ook Pe Oe Ce. De lijn, die in A Ce 
het hoekpunt F met het midden der overstaande zijde ver- 
bindt, gelijk aan de helft dier zijde zijnde, is A CFe recht- 
hoekig in F. En daar / CFE — ‚ADF —=/ BED, staan de 
zijden van A DEF in D,E en F rechthoekig op die van A ABC. 
Opmerking. Door de stukken gelijk aan een derde van de 
zijde des driehoeks van A uitgaande, uit te zetten op AC, 
CB en BA verkrijgt men een tweeden driehoek def die even- 
eens aan de vraag voldoet. F. J. Boer. 


Tweede oplossing. 

Analyse. Zij A DEF de gevraagde. Omdat / A — 60° en 
LADE = 90° is / AFD =30°. Volgens een bekende eigen- 
schap is dan AD—j AF. Maar A CFEZ A ADF, want 
FE —=FD,/ EFC —=/ ADF == 90°, en / CHEF = / AFD =30°, 
Dus CF —= AD —; AF. Maar dan verdeelt F de zijde AC in 


verhouding als 1:2. CF dus =, AG ADS : AB, BE = : 


BC, waaruit dezelfde constructie als voren wordt afgeleid. 
Gouda. F. J. Boer. 


Derde oplossing. 


Zij ABC de gegeven geliĳkz. drieh. en DEF de gevraagde. 
Noemen we AB =a en AD = CF = BE =e, dan is 
AF Sat. 
DF? = (a — 2)? — eg? za? — aa. 
We hebben uit de gelijkvormigheid van ACG en AFD 
CG: AG =DF:AD of CG? : AG? =—: DE? : AD? of 
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rs 


ja := 4? = (a? — 242) : z° 


ee 


8: 1l=s(a2 —2ar): 2? 


zat arotet targa 0. 


ness 


B —e a Ve De 5 a, (het — teeken vervalt), 


zoodat de punten D,E en F bekend zijn en de driehoek te 
construeeren is. P. H. W. SLuirters, 


664, In een ruit met een / van 60° is een gelijkzijdige A 
beschreven, zóó, dat een der zijden evenwijdig loopt 
aan de langste diagonaal. Bereken de verhouding der 
oppervlakten van de ruit en den A? 

(Lit. Math. ex. Oct. 1889.) 


Oplossing. 


TNEULEABODE S/A FR 000 PAUS 
AR Dr 200 

Daar over den grootsten hoek de langste 
diagonaal ligt, is AC de langste diagonaal. 
; De zijde van den gevraagden driehoek, 
die evenwijdig moet loopen met AC, zal AD en DC ont- 
moeten ergens in E en F. Omdat de diagonalen van een ruit 
elkaar rechthoekig middendoor deelen, staat de kortste diago- 
naal BD rechthoekig op AC en deelt deze in G middendoor, 
En daar EF // AC, wordt ook EF rechthoekig in H door BD 
middendoor gedeeld. Daaruit volgt, dat het derde hoekpunt 
van den gevraagden driehoek in B moet liggen, dat is in het 
punt dat AB, BC en BD gemeen hebben. 

Nu is / BAD = 60°, en daar AB == AD zoois A ABD ge- 
lijkzijdig en / ABD == 60°. / EBF — 60°, dus / EBD — 30°, 
en / ABE =/ ABD —/ BED —= 300, 

Daaruit blijkt dat BE de hoogtelijn is van den gelijkz. drie- 
hoek ABE. 





Stellen we AB —=a, dan is BE = za vs. 
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Inh. A ABD: Inh. A BEF —= AB? :BE?. 
2 Inh. A ABD: Inh. A BEF —= 2AB? : BE? 
Inh. ruit ABCD : Inh. A BBF —= 24°: == 283, 


F. J. Boer. 


le, 
il 09 


665, Op de zijden van een kubus als grondvlakken staan rechte 
pyramides. Bereken den inhoud van dit lichaam, als al 
zijn hoekpunten op het oppervlak van een bol liggen en 
de ribbe van den kubus —=a is. 

(Lit. Math. ex. Oct. 1889.) 
Oplossing. 

De inhoud van den kubus is a?%, Daarbij moet gevoegd 
worden den inhoud van de 6 pyramiden. Daar ook de hoek- 
punten van den kubus moeten liggen op het oppervlak van 
den om het lichaam beschreven bol, kan die bol niet anders 
zijn dan de bol, die om den kubus beschreven kan worden. 
De zes pyramiden hebben dus tot grondvlak de zijden van den 
kubus en tot hoogte de pijl van een bolsegment dat door een 
zijde van den kubus, bij genoegzame verlenging, wordt afge- 
sneden van den bol. Die pijl is gelijk aan het verschil tus- 
schen den straal van den omgeschreven bol en de halve ribbe 
van den kubus. 


De straal van den omgeschr. bol =S vs 
De halve ribbe van den kubus = 0 
at 

hoogte van elk der pyramiden — za (1/3 —1) 
grondvlak „ „ „ 8 nd 
inhond en EE za 3-1) 

4 der 6 pyramiden —a3 (13 —1) 

„ van den kubus ln 

5 van het geheele lichaam —=ar3—a? + 4? 


z=ayr3==1,7320508,..a%. FJ. Boer. 


666, In een cylinder staat een regelmatig achtvlak, zóó dat 
een hoekpunt van het achtvlak samenvalt met het mid- 
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delpunt van het grondvlak en een ander met het mid- 
delpunt van het bovenvlak, terwijl de overige 4 hoek- 
punten in het ronde oppervlak van den cylinder liggen. 
Bereken de verhouding van den inhoud van den cylinder 
tot dien van den bol in het achtvlak beschreven. 

(Lit. Math. ex, Oct. 1889.) 


Oplossing. 
Zij a de ribbe van het achtvlak, dan is a 1/2 de hoogte en 


za r/2 de straal van het grondvlak van den cylinder, dus de 


En 
inhoud av/2 X (3 av2) r=ge m2. 


De straal van den in het achtvlak beschreven bol = 5 6, 


(zie: De Vriend der Wiskunde V, 1890, bl. 48) dus de inhoud 


+ 3 B 
=3 GG avs) re m1v/6. De verhouding van den in- 


houd van den eylinder en den bol is dus als 
zr vr atb: 2 8. 
J.-A. v. D. VEER. 


667. Drie personen A, B en C, respectievelijk 20, zen 30 jaar 
oud, moeten f 555 verdeelen in omgekeerde reden tot 
hunnen leeftijd. Ze begrijpen dit verkeerd en verdeelen 
in verhouding van 30, en 20, waardoor A f 3 minder 
ontvangt dan hem toekomt. Hoe oud is B? 

(Lit. Math. ex. Oct. 1889.) 


Oplossing. 


De aandeelen van A, B en C moeten zich verhouden als 


ie - E 8 U of als 3x : 60 : Ww, derhalve moet A van de 
20 z 30 

3z 339 
f 555 ontvangen 3a + 2e +60 XxX 555 gld. == e+ 12 gld. 


Ze verdeelen het geld echter in reden van 30, z en 20, 


30 8 __ 16650 
waardoor A. dus 30 + 20 +2 x 555 gld. = 50e gld. bekomt. 


Hij ontvangt dan / 3 minder dan hem toekomt. Derhalve: 
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333 16650 —3 
v12 50ke 
LE dat = 1, waaruit 
2J12 50de ’ 
31 ‚2719 


OTT IO al LOn 
Het negat. teeken niet in aanmerking komende, is 


== == 25. 
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B is dus 25 jaar oud. 


668, Door een bepaald punt eene lijn te trekken, die een 
gegeven cirkel zoodanig snijdt, dat de loodlijnen uit de 
snijpunten op eene gegeven lijn neergelaten eene gegeven 
som hebben. 

(Perersen, Meth. & Theor, no. 23). L.J. Murrer. 


Oplossing. 








Laat P het gegeven 
En punt wezen, M de ge- 
B geven cirkel en AB de 
gegeven lijn. 

Stellen we, dat het 
vraagstuk opgelost is, 
dat PD de gevraagde 
lijn is. Nemen we het 
EN midden E van CD, dan 


is RG = 3 (CF + DH). De eene meetkundige plaats van het 


punt HE is eene lijn, die op een afstand —= EG evenwijdig 
loopt met AB. Verbinden we E met M en P, dan is / PEM 
== 900, E dus is een punt van den cirkelomtrek, die PM tot 
middellijn heeft. Het snijpunt B der beide meetkundige plaat- 
sen is het midden van CD. Trek daarna PED. 


669. Men moet twee breuken op elkander deelen; doch ver- 
wisselt in de tellers hetzelfde cijfer met een ander. Door 
de verwisseling in het deeltal alleen zou het quotient 


13 maal kleiner, door die in den deeler alleen Ie 
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maal grooter zijn geworden. De geheele uitkomst ver- 


schilt 5 met de ware, terwijl het product der breuken 


75 
538 is. Zoek de breuken en het verwisselde cijfer. Li, 
Oplosssing. 
Noemen wij de goede deeling de eerste, die met veranderd 
deeltal de tweede, die met veranderden deeler de derde. Het 


eN: Mind 
tweede quotient is 1; maal op het eerste quotient begrepen. De 


9 
deelers verschillen in beide gevallen niet. Derhalve is het 


tweede deeltal 5 van het eerste deeltal. 

Het product der breuken is Ee Is de teller van den eer- 
sten factor van dit product, dus van het eerste deeltal, ver- 
anderd, dan is het product van het tweede stel breuken 
(on 20 45 
B88° 3 338: 

De teller van den deeler komt voor in 45 en in 75, Deze 
teller kan zijn 3, 5 of 15. De teller van het eerste deelral 
is dan 25, 15, 5. Die van het tweede deeltal 15, 9, 3. 

Welke van deze waarden zullen voldoen ? 


Het derde quotient is 17 maal zoo groot als het eerste. De 


deeltallen zijn in beide gevallen hetzelfde. Dus is de derde deeler 


en van den eersten deeler, 


Het product van het derde stel breuken is derhalve 
LO Zet 05 
Bad rlonmniSd8ie 1 
De teller van het deeltal komt voor in 65 en in 75. Deze 
teller moet zijn 5. De veranderde teller van den deeler is dus 
13 en de onveranderde 15. 
Het cijfer 5 is dus veranderd in een 3. 
De teller van den onveranderden deeler is dus 15. Die van 


den veranderden deeler 13. Het ware quotient is - maal het 


De Vriend der Wiskunde, VI, 14 
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quotient van den noemer des deelers gedeeld door den noe- 
mer van het deeltal. 


OPN 3 
Het verkregen quotient is hiervan DB Deze twee quotienten 


4 3 
verschillen zy van het quotient der genoemde noemers. 


: EG 
Dit verschil is 59: 


Het quotient van deze noemers is dus 2. 

De noemer des deelers is derhalve 2 maal zoo groot als die 
van het deeltal. Hun product is 338 of 13 Xx 26. 13 is 2 maal 
begrepen op 26. Derhalve is de noemer van den deeler 26 en 
die des deeltals 13. 


b 5 15 
De breuken zijn dus 1 PL 5 Tis 


Tweede oplossing. 
Door de verwisseling in het deeltal alleen wordt het quotient 


5 van het ware, door die in den deeler alleen wordt het quotient 


1 maal het ware. Door de verwisseling in beide zal het 


3 2 9 
quotient 5 X ls of — van het ware worden. 


13 
Het wordt dus of & mind 
et wor us 13 0 39 mimaer. 
Het ware quotient is derhalve 2 Xe of al 


De breuken verhouden zich dus als 2 tot 3, en haar pro- 


A0 15 ; 
duet is 538: Als men nu 558 door 6 deelt, en uit dat quo- 


tient den wortel trekt, krijgt men het getal, dat men beurte- 
lings met 2 en 3 moet vermenigvuldigen, om de breuken te 


hebben. Dat getal is zn De breuken waren dus 2 X ze en 

5 5 15 
3 X oo of BP 5: 
uotient E X lee 
q Eg 


Door de eerste verwisseling wordt het 
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Als men nu Eg op het tweede deeltal deelt, moet men À 


26 5 
ss den LOE Ô 
krijgen. Het tweede deeltal was dus 5 Xh = 75: De 5 is 
dus verwisseld met 3 en de breuken, door de verwisseling ont- 
3 
staan , worden TBL 55: Zn 


670. In een regelmatigen zeshoek een vierkant te construeeren 
dat met zijne hoekpunten in 4 der zijden rust, en de 
zijde van het vierkant te berekenen, als de zijde van den 
zeshoek —= 4 gegeven is. J. C. Beer. 
(J.C. Ecer, Nieuwe verz. vrgst. 2e deeltje, bl. 63 no. 101.) 

| Constructie, Laat ABODEF 
de gegeven zeshoek zijn; trek 
de diagonaal BD; verleng BA 
zoover tot dat BG —= BD, en 
trek DG, dan is DBG een ge- 
lijkbeenige rechth. drieh, Trek 
door het snijpunt H de lijn HI 

IBG, dan is A DIH A DBG, 

dus gelijkbeenig; trek eindelijk 

IK//DC, KN//DB, NM en KL// AB en verbind L met M 

dan is KLMN een rechthoek; en daar HLKI en KIDN gelijk- 

en gelijkvormige parallelograms zijn, is KL = KN en de recht- 
hoek een kwadraat. 

Berekening. Stel AB =a, dan is DB —=GB =a1/ 3. Laat 
uit H de loodlijn HO vallen, dan is HOBI een rechthoek , 
waardoor OB —= HI = KL gelijk de zijde van het kwadraat en 
daar AB bekend is, is slechts AO te berekenen. 

Daar / HAB — 1200 is / OAH —= 60° en / OHA — 300 


dus OA = : HA. Stellen wij AO =z, dan is HA = 2 en 


HOR; ‘maar omdat / G —= 450, is HO == OG =z13. 
Daardoor hebben wij de vergelijking 
GO + OA + AB = GB 





of AVS Hrda—=ars 
— 1 3 — 1)? 
waaruit #= Be SN a(2 —1/3) 


v3 +1 2 
dus is ad-r=z=atal2—13) =al3—1 3). J.C, Eeen, 
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671, Stelling. Nadat de zijden van een gelijkzijdigen driehoek 


elk in 3 gelijke deelen verdeeld zijn, wordt uit ieder 
hoekpunt naar de overstaande zijde een lijn getrokken , 


1 
waardoor , denzelfden weg omgaande, telkens 7 van den 


driehoek wordt afgesneden. 

Bewijs dat de drieh, door de drie deellijnen ingesloten 
ook gelijkzijdig is; 

en bereken de verhouding van den inhoud van dezen 
drieh. tot dien van den geheelen. 

Is hieruit ook eene berekening af te leiden voor het 


geval, dat elk der deellijnen gedeelte van de overstaande 

zijde afsnijden ? J. C. Eeen. 

(J.C. Eee, Nieuwe verz. vrgst. 2e deeltje, bl. 81 no. 109.) 
Oplossing. 


Onderstel 19. dat A ABC gelijkzijdig 
en elke zijde = a en dat AD = BE — 
OE : AB =À a, dan is vooreerst 
ACFcm A ACD; evenzoo A ADa w 
A ABE, A BEL A BCF, waardoor 


Pe =aD — IE = ; Co 





Verder is volgens eene bekende stelling : 


OD A0 CORSAD DE Gee 


waardoor CD = za vi. 
Uit de gelijkvormigheid der drieh. ACD en CFc volgt 


AC:Ce=CD: CE 


1 
a XxX =d 
AC XCF _ Dt Peel 
waardoor CE Zie. 
zavi 


Hierdoor is ook bekend Da = Fc = Ce DE zi avi, 
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waardoor ac = CD — (Cc J- Da) = za vi ( +) av 1 


= hart. 


Op dezelfde wijze zijn ook ab en be te berekenen, maar uit 
de gelijkvormigheid der drieh. ACD en CF'c volgt reeds /_ A = 
ZL CcF =609, dus ook Z bea —=60° ; en omdat dit aan de 
andere hoekpunten op dezelfde wijze kan aangetoond worden, 
is A abc gelijkzijdig. Hierdoor is 


1 2 
A ABO : A abe= a": (3 av) Le 


Onderstel 20, AD — , AB=L 
dan is ODA Tt) 0 raf 
n n°? 
of D= nnL. 
ae 
Hierdoor is Cc = En SRR ee 


mnd 


a 


EN LOR 
EET n nJ-1 


[| 


en CF = Da; X Oe= Gn Vn? nti 
A is ED (dee) 
= Vn? — 
RA Gn (rr ae tz np 


ME ti el 
a REN NE a, 
Neree 


(a ACETE 


—_nd-1 
Voor de verhouding tusschen de drieh. ABC en aöc volgt nu: 

(n — 2)? a? 

mmm A . 

ABC : abc =a Nier 

—=(n? —n F1): (n — 2)? 

Ee 2 
of abc —= EE SD SO er re ee Nd (1) 


ne —ntl 
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Voer n= 2, is abe=—=0 (in overeenstemming met de stelling, 
dat de medianen in een A elkander in 1 punt snijden) 


n=, 8 ale == ABC als boven 
4 
nd, ” abe= Ts ABC 


Net bb a ABC enz. 


Opmerking. In het antwoord stijgt „ slechts tot den twee- 
den graad. Hierdoor wordt het mogelijk het vraagstuk om te 
keeren en naar de indeeling der zijden te vragen, opdat aöc 
een vooraf bepaald gedeelte van ABC zij. Stelt men bijv. de 
vraag: Welk deel moet AD van AB zijn opdat \ abe —= 
1 
zo Â ABC wordt, dan is vergel. (1) veranderd in 

(nie) re 
ne —nd-1 10 
waardoor 10 n? — 40nJ 40=n? —n 1 


of In? Ind 390 
of mind g=0 
13 169 15 13 Epl 
— nn mm en mmm ntm 
waardoor „== str 56 5) 6 
Nu i ADE rte nebe 6 ODE VEEN 13 ze 1/18 
LR ABT nT 1BEvi8T 158 sr 
4 
of AD (5 Fa 518) AB. 


Het dubbele teeken is hier geen zwarigheid, daar volgens 
de figuur 
(5 B 113) AB = AD en (5 AR: 113) AB —BD is 

2 26 5 2 26 
_ Om te zien in hoever de constructie mogelijk is, kiezen wij 
het minusteeken en A achtereenvolgens 


1 
ADE G — + 1713) AB 


ha 


18 


=5 [ar V (522) + (4e) | 


Xx AB/ 


215 


De wortelgrootheid wijst de hypotenusa aan van een drie- 


hoek , waarvan de eene rechth. zijde = 13 AB en de andere 
3 6 
TS AB is. J. C. Eeen. 


672. Als men door het hoekpunt A van een parallelogram 
ABCD eene willekeurige snijlijn AEF trekt, welke CD 
in E en het verlengde van BC in F' snijdt, is de recht- 
hoek DE, BF constant. 


Oplossing. 
A ADE A FCE, dus 
DE:CHE = AD: CF 
òf (DE + CE): (AD + CF) = DE: AD 





AB: BF =DE: AD 
8 derh. DE. BF —ÄB.AD 
(constant). 


673. Op eene spoorbaan liggen evenwijdig 3 paar rails, waarop 
zich de treinen A, B en C resp. 60, 75 en 90 M. lang 


bewegen. A en C komen elkaar tegen en hebben 5» 
min. noodig, om elkander voorbij te stoomen. B en C 
loopen in dezelfde richting. A heeft 5 van de snelheid 
van B, en deze heeft, na C ingehaald te hebben, 
Be min. noodig om hem geheel voorbij te komen. Hoe 
groot is de snelheid in M. per minuut van iederen trein ? 
Oplossing. 
Trein A en C moeten 60 M. + 90 M. = 150 M, afleggen om 


elkaar voorbij te zijn. Dit geschiedt in B min., aldus doen 


ze samen q x 150 M. == 1300 M. 


Als B trein C inhaalt, moet hij nog 90 M. + 75 M. = 165 M. 


inhalen om hem geheel voor te zijn. Dit geschiedt in a 


2 
min. , aldus doet B per min. oe X 165 M. = 100 M. meer dan 
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C, A en C doen per min. 1300 M., dus A en B per min. 
1400 M. De snelheden van deze treinen verhouden zich als 
3:4. A heeft derhalve eene snelheid van 600 M., B van 800 
M. en C van 700 M. per min. G. Worpa. 
674. Bereken de waarden van # en y uit: 


vr H- ay J zp 0: a J- Lay En zo Ae, 


(Lit. Math. ex, Oct. 1889.) 


Bij de plaatsing van dit vraagstuk is niet opgemerkt, dat 
de oplossing reeds voorkomt op blz. 9 onder no. 590. 


675. Van de verg. #2 + Pe + 4—0 is een wortel 


1 1-2)}E 1 til 
(52 2 5 ) x(2— 5 —2 ) . Bepaal P. 
(index. Gymn. Leeuwarden 1889.) 
Oplossing. 
Van een vergelijking is 
1 Le 1 1) 

(3x J2"Xx5 ) ee: X5 —2 ) 

een wortel. Door dezen vorm te herleiden krijgen wo 


Ee 
lars eren 
| 
SE 
Sd 
AE ERA 


= (arora) e(t Hars) = Hirs 
De vergelijking is #? + Pr 420. Het product der wor- 
tels is 4, dus is de andere wortel — —__— = 6 — 2/5. 
is Hirs 
RN 
Daar de som der wortels geliĳk is aan het tegengestelde van 
den coëfficient van x, is 


—Pzijdgrvi6- nie? 


1 la 
P=ljrvö mn 


1 


1 


Vò — ò). 
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676. Welk kapitaal moet iemand à 4 °/, uitzetten, om 20 
jaren lang aan het einde van elk jaar een inkomen van 
f 1000 te kunnen trekken ? 
(Lit. Math. ex. Oct. 1879.) 
Oplossing. 
Om aan het einde van het le jaar f 1000 te trekken moet 


hij j To uitzetten. 
Om aan het einde van het 2e, 3e, 4 enz... 20e jaar tel- 
kens f 1000 te kunnen trekken, moet hij dus respectievelijk 
1000 1000 1000 


1000 ‘zet 
1,042” 1,043’ 1,044’ onz fog uitzetten, 
In het geheel moet hij dus uitzetten : 








1000 , £1000 © ‚1000 1000 
104 TJ Toe + Gang en 020 
m0 (ratie + Dor pri Tok) 
ns 1 1040) 10420 — 1 
BEOS Gar 5 104 —1 ) =r 1000 (ecn Stoa) 
1,0420 — 1 


Stel het kapitaal, dat moet Re worden = f K, dan is 


K —= 25000 x He en 1,0420 K == 25000 (1,0420 — 1), 


Stel 1,040 —=#, dan is 20 log 1,04 == log x 
20 x 0,0170333 = log z 
0,3406660 = log 
en 2,19112 =#. 
Dus 1,0420 — 2,19112 en 1,0420 — { —= 1,19112. 
Dus 2,19112 K — 25000 x 1,19112 
2,19112 K == 29778 
en K-= 135903... 

Hij moet dus f 13590,3... uitzetten. 

Algemeene oplossing. 

Men vraagt, welke som men dadelijk zal moeten uitzetten 
om gedurende n jaar, elk jaar eene bepaalde som 5 te ont- 
vangen, zoodanig dat daardoor het kapitaal, zijn intrest en 
de intresten der intresten geheellijk worden afgedaan, 
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Zij a de begeerde som, dan is dit kapitaal na » jaar a (1 + r) 
Nu is 5 de som, die bij het einde van het fe, of bij het 
begin van het 2e jaar betaald wordt, bij het einde van het ne 
jaar waard 5 (1 + An 
Evenzoo is 5 bij het einde van het 2e jaar waard 5 (1 + 1) 
enz. ; 
att Fa Sûr dn AAE en 
tbl dr) db 
n—l n—2 —3 | 
=b OHT ATP TE (LH) FU 
at A EE EN LER 
j n 
az=b. ek 
r(l4-r) 
log a —= log b + log / (LH Dd | — log r — n log (1-7) 
Voor b=f 1000; r=—=40/,; n= 20 jaar vindt men met 
behulp dezer formule a — f 13590,3. 


log (w + 1) 
…. @+-1) een 
677. Bepaal « uit: LD == 0,01. 
(Lit. Math. ex. Oct. 1882.) 
Oplossing. 


log (z + 1) 
lo Se — log 0,01 


log ee AS (rt-1)=—2 
log? ( J- 1) — 3 log (w HI) 2 =0 


1 v? 
Nen en zen a 
log (w +1) lj £ i 2 


log (HI) 15 +5 
log(e, HD =1, log (e, +1)=2 
2,1 =10 2-1 —100 
ti Ure 


678. Bepaal de som en het aantal der getallen, die kleiner 
zijn dan 75600 en relatief-priem hiermee. 
(J. VersLuys, Deelbh. en Rep. br., no. 7). 
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In $ 17 van J. VersLurs, Deelbh. en Rep. br. wordt aan- 
getoond, dat er, omdat 75600 —= 24.32.527, 


1 1 1 1 
zooo (1-3) (1—3)(t 3) (t— 7) = 17280 
getallen kleiner en relatief priem met 300 zijn. 
In $ 25 wordt aangetoond, dat de som der getallen 
z 10000. (1 5) (ts) (1-5) (1) 
5 -156002. (1 >)(1—z) (1-5 ) (1, )= 6538184000 
bedraagt. 


679. Als a en b twee onderling ondeelbare getallen zijn , be- 
wijs dan, dat als men elk der termen der reeks 
a, 2a, 3a,.... (b—1l)a 
door 5 deelt, de som der verkregen geheele quotienten 
gelijk is aan 


Jk 


Oplossing. 

Als men de resten der deelingen door r, , 73 ; 73 4 -« « %n 
aanduidt, dan zullen de geheele quotienten dezer deelingen 
worden voorgesteld door 

a—r, 2a—r, bar, 
bose Sal ba tet 
en hunne som door | 


Maar men weet, dat als a en b onderling ondeelbaar zijn , 
de resten r,, 7, ;.-.?"„) zonder op hunne volgorde te letten, 
EL KAA ee ‚b—l. (J. Versuuys, Deelbh. en Rep. 
beers AL.) 

de, som der epa wordt dus 





680. 2° Ane is deelbaar door 225. Bewijs? 
Oplossing. 
Voor de uitdrukking kan men schrijven 


n+2 


A ED) 
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of, door op te merken, dat 16°** — 1 deelbaar is door 16 —d, 
16 |a8' te 41e l OD 
of 16 16E TG At) LEREN 


Al de deelen der som tusschen accolades zijn deelbaar door 
(16 — 1) of 15; de som zelf is dus deelbaar door 15, en men heeft 


BRAL 15n — 31 = 15 X 15-voud = 225-voud. 
Opmerking. Meer algemeen zou men zien, dat 


(a J- Dn (ap + 1) —=a?-voud. 
Tweede oplossing. 


Als n — 0, is de beschouwde uitdrukking — 225. Het is 
dus voldoende aan te toonen, dat door de deelbaarheid voor 
eene bepaalde waarde van » te onderstellen, zij nog bestaat 
voor de waarde n +1. (BerNouiuum.) 


Men heeft 2* “®_ 15 (n + 1) — 31 — * @*_15n—s31) 


= 2D 4151516" 1. 

Het laatste lid is deelbaar door 15 (16 —1) of 225; bijge- 
volg is het verschil dat het eerste lid vormt deelbaar door 225, 
en volgens onderstelling is 225 een deeler van een gedeelte 
van dit verschil, zoodat ook het andere deel door 225 deel- 
baar is. 


4 (n+2) 


Ingezonden vraag, 


Vraagstuk no. 200 uit G. A. Sonenk, Az. 600 wisk. ex. 
opg. luidt: 

Bewijs het voorstel van Trarres uit de eigenschappen der 
driehoeken”. (Acte ex, Wisk, Utrecht, April 1875.) 

Welk voorstel van Trares wordt hier bedoeld? W. Meiser. 


Antwoord. 


Voorstel van Trares. De hoek in een halven cirkel is recht. 
Op blz. 233 vindt u iets naders over TraLrs. 


221 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden, 


164. Een vierhoek te construeeren, als gegeven zijn de projec- 
ties van het snijpunt der diagonalen op de vier zijden. 
(PererseN, Meth, en Theor. opl. mtk. vrgst., no. 102). 

Oplossing. 

Gegeven: De projecties HE, 
F, G en H van het snijpunt 
O der diagonalen AC en BD 
van vierhoek ABCD op de 
zijden AB, BO, CD en DA. 

Gevraagd: Vierhoek ABCD 
te construeeren. 

Analyse. Om vierh. ABCD 
(fg. 1) te kunnen construeeren 
is het voldoende het punt O 
te bepalen. Men kent vier- 

hoek EFGH en dus de hoe- 
ken van dien vierhoek, die wij E,‚ F, G en H noemen, 

Trachten wij hierin / EOC uit te drukken. Stelt men de 
deelen, waarin de hoeken van ABCD door de diagonalen wor- 
den verdeeld a, 5, c enz., zooals in de figuur is aangewezen 
(ZEDAC' =a, £ CAB —=5, enz.) Zoo is: 

EHEER LB atd, 
ZERO AOL 
LEGH=4LG=Zed-/ h en 
A Se En Ae Ginb. 

De lezer bedenke, dat om de vierhoeken AEOH, BFOE, 
CGOF en DHOG cirkels kunnen beschreven worden. 

Nu is: 

LEOG z= /BOF + 4 FOG == 1800 — (ec 4d) 41809 —(e + f) 

of ZL BOG —= 3600 — (ce Jd He + f) 

— 3600 —/ F —(d+-e).... (1) 

Daar het punt O het snijpunt der diagonalen is, is 

LBOC == / AOD of 180° — (d Je) = 180° —(a + h), 
dus d4-e—=a + h, maara td tethz=Ztld4G 


ee 1 
bijgevolg LdtLe=z (LELO) 
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Vult men dit in verg. (fl) in, zoo is 


L BOG =360° —/F— (LELO), 
of L HOG 3600 — (LF +3LBH5LG). 


1 1 
Eveneens is / FOH —= 360° — (LE + 3 LF Tee je Hi). 
Hieruit volgt de : 
Constructie: 1, Trek EF, FG, GH en HE, alsmede EG en FH. 
2. Beschrijf op EG een cirkelsegment, dat een hoek gelijk 


1 
3600 — 3: - 5 LE +5 La) bevat en op FH een cirkel- 


segment, dat een hoek gelijk 360° — (z E + ; LE + SL Hi) 


bevat. 
3. Het snijpunt O dier cirkelbogen verbindt men met E, 
F, G en H. 
4, Trek in B, F, G en Hloodlijnen op OE, OF, OG en OH, 
De snijpunten dier lijnen vormen de hoekpunten A, B, C 
en D van den gevraagden vierhoek, die lijnen zelf zijn de zijden. 
Het Bewijs volgt uit de analyse. 


Discussie. Het vraagstuk is altijd mogelijk, men vindt één 
vierhoek, die aan de vraag voldoet. Voor een vierkant ABCD 
is EFGH ook een vierkant; voor een rechthoek: een ruit; 
voor een ruit: een rechthoek; voor een parallelogram: een 
parallelogram ; voor een geliĳjkbeenig trapezium een vierhoek, 
welks diagonalen elkander rechthoekig snijden, terwijl de eene 
diagonaal in twee gelijke deelen wordt verdeeld; voor een 

Fig. 2, willekeurig trapezium: een vicr- 
hoek, waarvan de lijnen, die twee 
der hoeken (overstaande) halvee- 
ren, evenwijdig loopen. De pun- 
ten E,‚ EF, G en H kunnen ook 
IN EENE RECHTE LIJN liggen , men 
vindt dan voor vierh. ABCD een 
vierhoek met een inspringenden 
hoek. In fig. 2 vindt de lezer 
dit geval geteekend, Het punt O 
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wordt gevonden door op EG en FH halve cirkels te beschrij- 
ven. AB,‚ BC, CD en DA zijn successievelijk rechthoekig op 
OE, OF, OG en OH. 

De lezer kan dit gemakkelijk uit de oplossing van het 
algemeene vraagstuk afleiden en tevens de punten B, F, G en H 
zóó kiezen, dat drie er van in eene rechte lijn liggen, De 
algemeene constructie geldt ook dan. Is / EOG in fig. 1 
grooter dan 180°, zoo is de hoek BOG, die de opening naar H 
gekeerd heeft, kleiner dan 4180°, de constructie gaat dus 
onveranderd door. | B. W. Monpr. 


165. Als van een gezelschap heeren en dames, de heeren ter 
voldoening der gezamenlijke vertering elk zooveel kwartjes 
bijdragen als er heeren zijn is de vertering betaald en 
kunnen de dames elk een kwartje krijgen. Als de dames 
elk zooveel dubbeltjes betalen als er heeren zijn is de 
vertering betaald en de heeren kunnen elk een dubbeltje 
krijgen. Hoeveel heeren en hoeveel dames waren er? 
(Het liefst eene rekenkundige oplossing). 


Oplossing. 


Stel dat er x heeren en y dames zijn , zoo betalen de heeren 
er X 5de stuivers; hiervan ontvangen de dames y X ö stuivers, 
De vertering bedraagt dus 5e? —5y stuivers. Of ook, de 
dames betalen y X 2z stuivers; hiervan ontvangen de heeren 
*X2 stuivers. De vertering bedraagt dus 2ey — 2e stuivers. 


Bijgevolg: 5x? — y= ay — 2e 
_ «(ör J-2) 
of / Prize ti6t neer) esters elieite e (1) 


Daar het gezelschap uit dames en heeren bestaat moeten z 
en y grooter dan 1 zijn. Wily > 1, zoo moet z (Ow +2) ) 2e J-5 
of zò 1. Om nu de waarden van # te vinden, die voor y 
geheele waarden opleveren , merken wij op, dat 

5 21 105 
EE Nd TZze 5) 
(Uit vergelijking (Ll) door deeling af te leiden.) 
5 KA: 


rdf er altijd een breuk, die 4 tot noemer heeft, der- 
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halve moet dit ook het geval zijn voor Ds 
2e J- ö moet dus deelbaar zijn op 105. 
Daar # ) 1 of 2x +5) 7, kan 
2ed-5=15, 21, 35 of 105, 
dus „—=5,8, 15 of 50 en yY=9, 16, 33 of 120. 
Het gezelschap bestaat dus uit 5 heeren en 9 dames, 8 


heeren en 16 dames enz. B. W. M. 


166. Construeer een driehoek, als de grondlijn gegeven is in 
stand en in grootte, als het verschil der grondhoeken 
gegeven is, en het toppunt op een gegeven lijn moet 
liggen. L. YNreMA. 
(J. VersLvis, Meth. Opl. mtk, vrgst, Gem. Vrgst. no. 62.) 

Oplossing. 

EE Zij ABC de begeerde ‚\, 

waarvan AB in stand en 
in grootte gegeven is en PQ 
de gegeven lijn, waarop 
het toppunt C moet liggen, 

Zij A)_B en A—B—=p 

dan is 

ABC =1800 

A —B it 

2A JC == 1800 Hv en 

2B JC == 1800 — v. 

Verlengen wij BO met CD = AC en AC met CE —= BC 8 
dan zijnde A A ACD en BCE gelijkbeenig, LACB =2/ DAC 
en / ACB =2/ CBE, derhalve / DAC = / CBE en AD BE 


24CABJ2/ DAC —=1800 +v of L BAD — 900 4 70 





1 
en 2/ ABC + 2/ CBE —= 1800 — v of L ABE = 900 — 57. 


Ook is AD//BE, omdat deze hoeken samen — 1800 zijn. 
Vereenigen wij de punten D en E‚ dan ontstaat A CDE, 
die congruent is met A ABC, dus is DE — AB. Verlengen 
wij nu DE en BA tot zij de lijn PQ in F en G snijden , dan 
ontstaan er verschillende gelijkvormige AA. Wij hebben n.l. 
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A ACDA BCE dus AD: BE = AC: CE 
AAKCeAEHC „ AK:EH—=AC:CE waaruit volgt 
ADD A Ep enen vete Nt (1) 
Laten wij nu AC en DM loodrecht op BE neder, dan is 
BL=EM, Stellen wij nu AD == en zij AK —=a, BL =5 
en BH — c dan is BE —=x + 2b en EH —= BE — BH —=zx J-2b—c 
dus wordt (1) 
vi (we J2b) =a: (we J- 25 — Ce) 
@2 — 2x — ev = ar J- ab 
T2 — (ade —2b)e —2ab—=0 of a Je — 2 = d stellende 
2de —2ab=0 


e= dy (5 + 2ab) 


Omdat ; dv G de 2a ) is, vervalt het negatieve teeken. 


Wij hebben nu deze constructie. 
Op de gegeven basis AB richtte men de onbepaald verlengde 


lijnen AD en BE zoodanig op, dat / BAD == 900 45e en 


LABE=900 — 70 wordt en late uit A de loodlijn AL op 


BE neder. Hierdoor worden AK =a, BL —=5 en BH —=c 
bekend. Thans construeere men d—=a Jc — 2b, de meetk. 
midd. p tusschen 24 en b; een rechth. A waarvan de rechth, 


zijden = : d en p zijn en verlenge de hypothenusa hiervan met 


5d, dan is # bekend. 


Vervolgens meet men van A af op de lijn AD een stuk 
AD =#, vereenige D met B en het snijpunt C van deze lijn 
en PQ met A danis AABC de begeerde A. J.A, v. D. VEER. 


167, Een graanhandelaar verkoopt zijne rogge à f 7,— den HL. 


en wint, daar de rogge gekrompen is, 103 Oo. Ware 


de rogge niet gekrompen, dan zou zijne winst 20 °/, 
geweest zijn. Wat is de inkoop per HL, en hoeveel is 
de rogge van het honderd ingekrompen ? 

De Vriend der Wiskunde, VL 15 
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Stel, dat een leerling bovenstaand vraagstuk op de 
volgende wijze oplost : 
Hij wint 165 9, of 5 van den inkoop. Was de rogge 
niet gekrompen, dan had hij 20°, of E van den inkoop 
gewonnen. Door het krimpen is dus verloren gegaan 
1 1 
en 


1 3 
85 o/, gekrompen. Hij wint g ven den inkoop en ont- 


1 E EEE 1 Of en 
= 30 der partij. De partij is dus Xx 100%, = 


1 , 
vangt per HL. f7,—. Deze verkoop is Le maal de in- 


1 
koop. De inkoop per HL. is dus [Tl fb 


Maak hem duidelijk, waarom die oplossing foutief is. 
(Verg. ond. Middelburg, 4 April 1891). v.d. W.&V. 


Oplossing. 


1 à 
Hij wint 165 AOL g van den inkoop. Was de rogge niet 


gekrompen, dan had hij 20 °/, of 8 van den inkoop gewon- 
nen. Door het krimpen is dus zooveel verloren gegaan, dat 


1 1 
hij En of zp ven den inkoop minder ontvangt dan hij zou 
ontvangen hebben als de rogge niet was gekrompen. Dat 


zt deel heeft dus betrekking op geld (den totalen inkoop) en 


niet op de partij. Den leerling wordt nu duidelijk gemaakt 
welk deel der partij dan wel gekrompen is. Dit kan men 
aldus doen : 

Vraag: Als de inkoop f 100 was, wat was dan de ver- 
koop, als de rogge niet was gekrompen ? 

Antw.: f 120. 

Vr.: En wat was de verkoop dan nu de rogge wel ge- 
krompen is ? 


Antw: f 1165. 


Vr.: Wat ontvangt hij dus dan minder ? 
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Antw. : f 37. 


Vr.: Als die f 3 wel onfvangen was, dus bij niet-krim- 


ping, waarvoor had men ze dan ontvangen ? 
Antw. : Voor het gekrompene. 
Vr.: Van elke f 120, die men bij niet-krimpen zou ont- 


En 
1 3 1 
vangen hebben, ontvangt men dus f 35 of honk zggedeelte 


niet. Welk deel is dus gekrompen ? 


1 ie 100 7 
Antw. : ah deel van de partij, dus 56 GEO 2 percent. 


Verder brengen we den leerlingen onder het oog, dat door 
het krimpen de totale inkoop dezelfde blijft, maar het aantal 
HL. vermindert, zoodat de inkoop van 1 HL. grooter wordt, 


dat dus f 7 1 maal de inkoopswaarde van 1 HL. rogge is 


na het krimpen. 
Als hij voor f 7 verkoopt is hier dus 20 °/, winst in be- 
grepen van den inkoop van Î HL. ongekrompene rogge. f 7 


is dus le maal den inkoop van 1 HL. ongekrompene rogge 


5 
en f7: E of f 5 6 de inkoop van 1 HL. ongekrompene rogge. 
Daar hij ongekrompene rogge gekocht heeft, is dus de inkoop 


Hess. f 55 Van DER WAL EN VERBORGH. 


168. Onderzoek de voorwaarden, onder welke de sommen 
van de overeenkomstige termen der twee evenredigheden 
a:ar==b:bren c:ep =d: dp eene nieuwe evenredigheid 
zullen vormen. vedan do Ve 
(Verg. ond. Middelburg, 4 April 1891). 


Oplossing. 


Zijn a:ar =b:br en c:cp==d:dp twee evenredigheden en 
vormen de sommen der overeenkomstige termen der 2 even- 
redigheden weer eene evenredigheid, dan hebben we achter- 
eenvolgens ; 
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(ad 0): (ar Hop) =(bH d) : (br + dp) 
abr H- adp H- ber + edp —= abr J adr + bep + edp 
adp + ber =adr + bep 
adp — adr — bep J- ber =O 
ad (p—r)_—belp—r)=0 
(ad — be) (p — 1) =O. 
Dus ad —be=0 of p—r=0 
derh. od be nan wer deb A ROLDE 
De sommen vormen dus eene evenredigheid 
10. als a, b, cen d eene evenredigh. vormen, zóó dat ad — be is, 
ZONDE En 
en 3°, als aan de beide voorgaande voorwaarden tegelijk vol- 
daan wordt. J.A. v. p. Veer; v. D. WaL & VERBORGH. 


169. Indien P het gedurig product is van de » termen eener 
meetk. reeks, S de som dier termen en S, de som der 
omgekeerde termen, bewijs dan, dat men steeds heeft : 


2 — En 
E sG v.d. W. & V. 
(Verg. ond. Middelburg, April 1891.) 
Oplossing. 
Zij de reeks a, ar, ar*, ar? ………. ar! ‚ welke reeks uit # 


termen bestaat. In het gedurig product van al de termen 
komt de factor a » maal voor en de factor 7 


(12-34 +... + (#2 — 1) { maal. 





n—l n(n—Â) 
LHASA od (tje irt + 1E 
n(n—1) 
Het gedurig product P is dus =d FTE 
EEN 2n Ee 
De som S der termen —=a(l rr? +3... EE 
De som S, der omgekeerde termen — en NE Ges 
ie en 
de teks 


zr 


(en sheet atrt1) 
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ek 


BEE redt! B) 


Dus ga (ttr NL Ee) 
ee) 


n—l 
1e 


Mm S n nn Ee 
mm Ë derh. Ot 3 
1 


Vergelijken we deze uitkomst met die, welke we voor P? 


gekregen hebben, dan blijkt dat P? = CE). 


1 
Van DER WaL EN VERBORGH. 


170. Bewijs, dat de GGD van 2 getallen ook de GGD is van 


de som en het KGV dier getallen. v.d. W‚.& V. 
(Verg. ond. Middelburg, April 1891.) 
Oplossing. 


Zie: bl. 114 no. 663. 


171. Hoe groot een ondeelbaar getal p ook zij, altijd is er 
een ondeelbaar getal q denkbaar, dat grooter is dan p. 
Bewijs ? v.d. W.& V. 
(Verg. ond. Middelburg, April 1891.) 

Oplossing. 

Zij p een ondeelbaar getal. 

Neem het gedurig product der ondeelbare getallen tot en 
met p en vermeerder dat product met 1, dan is 

BD BEUL vrare MOU el. 

Men heeft nu 2 gevallen : 

a. P is ondeelbaar en dan is P )p. 

b..P is deelbaar. Doch P kan dan geen deeler bevatten , 
welke in het gedurig product 

Mrt AN Lr 20 

voorkomt, De ondeelbare factoren van P moeten dus grooter 

dan p zijn. 

Er volgt dus uit, dat er altijd een ondeelbaar getal q denk- 

baar is, dat grooter is dan p. 
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172. Het getal 3842 is het product van 34 en 113, terwijl 
deze factoren ieder de som zijn van twee kwadraten, 
nl. 32 +52 en 7? +8. Bewijs, dat 3842 op twee ma- 
nieren kan gesplitst worden in de som van twee kwadraten. 
(Verg. ond. Middelburg , April 1891). v.d. W. & V. 


Oplossing. 


Stel het eene getal voor door a? J-5?, het andere door 
c? +-d?, Het product is dan 
atc? + bee? +a?d? bed? 
Dit kan op 2 manieren worden voorgesteld n.l. 
10. (ate? H- 2abed H- bd?) + (b2e? — Zabed + a?d?) en 
20, (a?e? — Zabed Jb2d2) + (b2e? + Zabed + a°d°). 
Het product is dus te splitsen in: 
10. (ac J- bd)? + (be — ad)? en 
20. (ac — bd)? + (be + ad)°. 
Stellen we nu volgens de opgave a=3, b—=5, c=7 en 
d=8 dan is: 
3842 —= (21 + 40)? + (35 — 24)* —=612 4112 ot 
3842 —= (21 — 40)? + (35 + 24)? = 192 + 592, 
G. Worpa. 
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Examen: Hoofdacte , Amsterdam. 
Rekenkunde. — Mondeling gedeelte. 


Uit 't hoofd rekenen. Iemand koopt 125 L. olie tegen 48 
et. den L.; hij verkoopt de olie tegen 57 ct. den L., doch 
daar er bij het wegen eenige L. zijn verloren gegaan, bedraagt 
zijn winst maar f 6,69, Hoeveel L. zijn er verloren gegaan. 
(N.B. Alle bewerkingen moesten nauwkeurig uitgevoerd worden). 

Gegeven A : B — 0,23 (Gtalligst.) en B: C— 0,2% (6t.); 
bereken de verhouding van A : C (= 0.33 X 0,25). Welke 
eigenschap past gij toe? Bewijs die eigenschap. 

Herleid de gegeven repeteerende breuken. 


Bereken En Xx 5 (getallen 6talligst) Eerst vereenvoudigen. 


Welke kenmerken van deelbaarheid past gij toe? 
De verhouding van 2 kapt. die der tijden —= 5 die der 


intresten = ; ; druk de verhouding der procenten in deze 


waarden uit. En . … …. Druk dat eens in woorden uit. 


Geef eene bepaling van eene breuk. 

Noem eens eigenschappen van breuken; die ook waar zijn 
voor geheele getallen, en ook eenige, die alleen voor breuken 
gelden. 

Bewijs eenige van die eigenschappen. 

Wat is een onvereenvoudigbare breuk ? 

Bewijs: Als gegeven is, dat eene breuk onvereenvoudigbaar 
is, dan zijn teller en noemer onderling ondeelbaar. Bewijs 
het omgekeerde dier eigenschap. 

Bewijs ook: Als een getal deelbaar is op het product van 
twee factoren en onderling ondeelbaar met den eenen factor 
dan is dat getal een deeler van den anderen factor.’ 

Wat verstaat men door de GGD. van twee getallen, 

Welke veranderingen ondergaat de GGD, als men beide 
getallen tot eene gelijknamige macht, en ook wanneer men 
ze tot ongelijknamige machten verheft. (Bij ’t laatste twee 
gevallen). 


1 
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Trek den derdem. wortel uit 43,2. Waarom is dit getal 
geen volkomen derde macht? Welke formule gebruikt ge ? 
Beredeneer, hoe men aan het cijfer der eenheden komt? 

Definitie van eene meetk. reeks. Bereken de som van eeno 
afdalende reeks. Bereken de grens van een oneindig afd. reeks. 
Ontwikkel het begrip grens. N. 





THALES. 


Trarrs van Milete, 639—548, een der zeven wijzen van 
Griekenland, leefde een langen tijd in Egypte en bracht van 
daar wiskundige kennis naar Griekenland over. Hij mat de 
hoogte der pyramiden door middel van haar schaduw; ook 
verrijkte hij de wetenschap met verschillende theorema’s over 
den gelijkbeenigen driehoek, den ingeschreven hoek en de ge- 
lijkvormige driehoeken. Tuaurs vestigde zich te Milete en 
stichtte er de Ionische school. Hij genoot de eer Pyrragoras 
onder zijne leerlingen te tellen. 

Hij was de eerste, die het jaar in 365 dagen en de hemelsfeer 
in 5 gordels verdeelde; ook voorspelde hij de zonsverduistering 
van 30 September 610. 

De theorie der gelijkvormige figuren berust hoofdzakelijk op 
het theorema van Traurs, dat betrekking heeft op de gelijk- 
vormige driehoeken. 

Fheorema van Traues. 

Elke lijn, welke in een driehoek evenwijdig aan eene zijner 
zijden wordt getrokken , snijdt van den driehoek een anderen 
driehoek af, welke gelijkvormig is met den oorspronkelijken 
driehoek. 

Men zegt, dat hij uit dankbaarheid een stier offerde, toen 
hij gevonden had: 

In een cirkel een rechthoekigen driehoek te construeeren. 

Deze constructie bracht hem tot de merkwaardige eigenschap 
van den cirkel: 

Alle driehoeken, welke de middellijn van een cirkel tot basis 
hebben en waarvan het hoekpunt van den hoek over de basis 
in den cirkelomtrek ligt, zijn rechthoekig. 
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Twee Meetkundige Eigenschappen. 

a. De omtrek van den regelmatigen omgeschreven 2n-hoek 
is harmonisch middelevenredig tusschen de omtrekken van den 
regelmatigen ingeschreven en omgeschreven n-hoek van den- 
zelfden cirkel. 

b. De omtrek van den regelmatigen ingeschreven 2n-hoek 
is meetkundig middelevenredig tusschen de omtrekken van den 
regelmatigen ingeschreven n-hoek en den regelmatigen omge- 
schreven 27-hoek. 

a Zij LsAMC ELSE Et 
dan zijn AE, AB + BD en AC 
respectievelijk het 2ne deel van 
B de omtrekken van ingeschr. #- 

B hoek, omgeschr. 2n-hoek en om- 
geschr. „n-hoek. 

We moeten dus bewijzen, dat AE, AB + BD en AC har- 
monisch evenredig zijn, d. w. z., dat 
(AB + BD) — AE : {AC — (AB + BD)| = AE: AC .. (1) 

Zij BB'//MC, AB'—AB' en BD’ —=BD, dan stellen BB” 
en CD’ den len en 2en term van (1) voor, zoodat we nog 
moeten bewijzen: BB’: CD’ == AE: AC. 

Daartoe geraken we als volgt: 

BB': CD’ = BB: CD, (A BBB'm A CDD); 

BB :CD =AB:BC, (A ABB wm A BOD); 

AB :BC —=AM:CM, (MD deelt / M middendoor); 

AM:CM=AE: AC, (A CAM A CEA). 
DussBB CDA SEA RG ANC INE BL: 


b. Bewezen moet worden , dat 
AE:AD =AD:(AB + BD) of = AD: AD, 

wat dadelijk uit de geliĳjkv. van A AED en A ADD blijkt 
(L A is middendoor gedeeld en / B—=/ D—= 900), 

Opmerking. Opmerkelijk is het, dat de bedoelde eigenschap- 
pen dadelijk kunnen worden afgeleid uit twee eigenschappen, die 
in J. VersLuys, Handb. d. Mtk. IV, $ 63 bewezen zijn, nl: 

inhoud ingeschr. 27-hoek 

inhoud omgeschr. id. vormen eene harmonische reeks. 

inhoud id. n-hoek 





en 
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inhoud ingeschr. 27 hoek 

inhoud id. _4n-hoek { vormen eene meetkundige reeks. 
inhoud omgeschr. 2x-hoek 

Voor deze drietallen kunnen we in de plaats stellen 

1 


5 R X omtr. ingeschr. „-hoek 


„R X omtr. omgeschr. 27-hoek 


, R x omtr. omgeschr. „-hoek 


en 


R X omtr. ingeschr. „-hock 


1 
2 
, R X omtr, ingeschr. 2n-hoek 
SR Xx omtr. omgeschr. 2x-hoek 


Na deeling door SR leidt men daaruit de gevraagde eigen- 


schappen af. 
In De Vriend der Wiskunde, V‚ 1890, no. 503, treft men 
een ander bewijs dezer eigenschappen aan. J. M. Tren. 


Iets over ingeschreven vierhoeken. 


Bewijs voor de stelling van Ptolemeus. 


I. Maak / EAD —= / CAB, 
dan is A EAD A CAB, waar- 
uit volgt DE: AD —= BC: AB; 
dus AD x BC == AB x DE. 

AD x BC + AB x CD = 
AB x (DE + CD) = AB X CE. 
Daar A EAC@x A DAB, heb- 
ben we 
CE: AC=BD:AB of AB x CE = AC x BD. 
Ten slotte blijkt dus, dat 
AD x BC + AB x CD —= AC x BD. 
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D.i.: In een ingeschreven vierhoek is de som der producten 

der overstaande zijden gelijk aan het product der diagonalen. 
(ProrLeMEUS). 

Opmerking : Gewoonlijk wordt / BAC aan de binnenzijde 
van AD afgepast, waarom is mij niet duidelijk. 
U II. ABCD is een ingeschreven vierhoek ; 
Ee FB—=AB; DE deelt / D middendoor. 
De figuur levert nu de volgende eigen- 
schappen op: 

GAG Die vat 
Ee b. A DAG A DEC. 
CDG X DES DAAD 

d. Om DAEF kan een cirkel worden beschreven. 

Als men „a” heeft bewezen, vloeien de bewijzen der andere 
eigensch. daaruit voort, 

Dat / AGD =/ C blĳkt als volgt: 


/B=—=1809 —2/ BAF =:1800 BXJLD, dus LBAF =3 „D 





L AGD = 1800 — | GAD is 5 D |= 1800 —/ BAD =/C. 


HI. ABCD is een ingeschreven 
vierhoek; BE = BA; DF = DA, 
a: A EAF «2 A BAD. 
Bewijs: A ABE» A ADF, 
als gelijkbeenige A A met ge- 
lijken tophoek. Dus 
BAD (= EAD + / BAE) = 
—/ EAF (= / EAD + / DAP), 
terwijl AE:AB=—= AF: AD, waaruit volgt A EAF wo A BAD. 
De volgende eigenschappen der figuur bewijze de lezer: 
b. om ABEG kan een cirkel beschreven worden; 
BG deelt / AGE middendoor ; 
. GH Xx GB —= AG Xx EG; 
om AGDF kan een cirkel beschreven worden ; 
‚. AAGEmA ADC; 
„om AECF kan een cirkel beschreven worden ; 
. AAGF A ABO. 
Oorschot. J. M. Trren, 





SRS ar 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°® December 1891 franco 


701. 


102. 


103. 


104, 


105. 


106, 


107, 


bij den Redacteur A. J. van Breen te Arnhem 
worden ingewacht. 


In een regelmatigen vijfhoek een vierkant te construeeren, 
dat met zijne hoekpunten in vier der zijden rust, en de 
zijde van het vierkant te berekenen, als de zijde van 
den vijthoek —= a gegeven is. J. C, Beer. 
(J.C. Beer, Nieuwe Verz. Vrgst. 2e deeltje, bl. 64 no. 105). 
Bewijs, dat de stukken AH, BH en CH der hoogtelijnen 
AA’, BB, CC van A ABC als koorden in zijn omgeschreven 
cirkel uitgezet, samen een boog van 180° onderspannen, 
G. Worpa.« 
Bewijs, dat het product der middellijnen der om- en in- 
geschreven cirkels eens rechthoekigen driehoeks gelijk is 
aan het halve product van de bisectrices der scherpe 
hoeken vermenigvuldigd met 7” 2, F. 
Zij ACJB een quadrant en BE parallel AC getrokken. 
Uit een willekeurig punt D dezer laatste lijn wordt een 
cirkel BOES beschreven, welke AB in B aanraakt en 
het quadrant in J snijdt. Men trekke CB en CJ en 
verlenge deze laatste tot S. Bewijs, dat de afstand CJ 
korter is dan CO. 
Beschrijf op eene lijn AB als middellijn een halven cir- 
kel, richt in haar midden C eene loodlijn op, welke den 
halven cirkelomtrek in F' snijdt, vereenig B met F en 
trek uit B eene rechte, welke CF in D en den omtrek 
in HE snijdt. Bewijs nu, dat BF middelevenredig is tus« 
schen DB en BE, 
Construeer een A , als gegeven zijn: 
een zijde, een aanliggende hoek en de straal van den in- 


‚ geschreven cirkel, (Eindex, Gymn. Leiden 1887). 


In een rechthoekigen A met een hoek van 30° is een 
cirkel beschreven. Te bewijzen, dat de omtrek van dien 
A zich verhoudt tot de middellijn van dien cirkel als 
(6 +317 3) tot v/3. (Eindex. Gymn. Leiden 1887), 


108. 


709. 


710. 


t11. 


Ais: 


114, 


715. 


716. 


LOU 
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Wanneer de G.G.D. van de som van 2 getallen en van 
de som hunner quadraten een oneven getal is, is dat 
getal ook de G.G.D. dier 2 getallen zelf. Bewijs dit. 
a. In een vierkant, waarvan de zijde gelijk a is, vereenigt | 
men de middens der 4 zijden; men verkrijgt dan een 
vierkant, waarvan men weder de middens vereenigt om 
een nieuw vierkant te bekomen, en zoo vervolgens. Be- 
paal nu de grens der som der inhouden van al de vier- 
kanten alzoo verkregen. 
b. Pas hetzelfde toe op een geliĳkzijdigen driehoek. 
Los v en y op uit de vergelijkingen 

| ) (a ty)=2 en (we +9) 3° = 279936. 
Hoeveel termen moet men nemen van de meetkundige 


reeks 8,4,2,1. ... opdat de laatste kleiner zij dan 0,000001 ? 
Men vraagt de som der reeks: 


Br 5 ee D 
a ta ta tad cakes dant no 
713, 


Welke waarden hebben de onbekenden in de volgende 
vergelijkingen : 

3-1 We za Say 

Suy Bed y 
en Ee 
(J. C. Berm, Nieuwe verz. vrgst. 2e d. bl. 74, no. 66). 
Van welke 3 getallen is het kgv. 9240 en de ggd. 24 ? 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. Br. no. 8). 
Toon aan, dat elke geheele derde macht behoort tot den 
vorm 7p of Ip tl. 
(J. VersLuys, Deelbh, & Rep. Br. no. 9). 
Hoeveel bedraagt het aantal en de som der deelers van 
864360? (J. VersLuys, Deelbh. & Rep. Br. no. 10.) 
Als in een rekenkundige reeks 2, 3, 5, 7, 11 ... op 
elkander volgende termen ondeelbare getallen zijn , dan 
is het verschil der reeks resp. deelbaar door 
20280203 D SD dn ORL 
mits de le dier termen resp. niet —=2, 5, 5, 7, 11, 
zijn. Bewijs dit. 
(N. L. W‚ A. GrAvELAAR, Lrb, d, Rek, IL, $ 139, no. 18). 


118. 


719, 


120. 


180. 


181. 


182. 


1853, 
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Als een meetkundige reeks uit 6 termen bestaat, dan is 
het verschil der uiterste termen grooter dan 5-maal dat 
der middelste termen. 

(N. L. W. A. Graveraar, Lrb. d. Rek, II, S 148, no. 20). 
Als een meetkundige reeks uit een oneven aantal termen 
bestaat, dan is de som van de 3e machten der termen 
gelijk aan de som der reeks vermenigvuldigd met het 
verschil tusschen de som der termen van oneven en die 
van even rang. Bewijs dit. 

(N. L. W. A. GraveLaar, Lrb. d. Rek. II, S 148, no. 21). 
Opdat een getal een vierkant zij, is het noodig en vol- 
doende dat de exponenten zijner priem factoren even zijn. 
Bewijs dit. 





INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden, 
Een driehoek te construeeren, waarvan gegeven zijn : 
de tophoek en de sommen van elk der opstaande zijden 


met de grondlijn. F. S. te R. 
Bepaal de limiet van de som der reeks : 


2 9 5 t 2 3 Dee snid 

stata tage tgergi tg te: 
(Hoofdakte ex. Amsterdam , 1891.) De 
Drie kapitalen, die met f 500 opklimmen, staan respec- 


tievelijk uit tegen 35 of, 4°/, en 5°/, en brengen ge- 


middeld 40) ‚ rente op. Hoe groot is het kleinste kapitaal ? 


(Hoofdakte ex. Amsterdam, 1891.) Ee 
A, B en C zullen gezamenlijk een werk afmaken. Hunne 
krachten verhouden zich als 8, 9 en 10. A verzuimt 8, 
B 4 dagen. Indien C aan het eind 15, maal zooveel 
verricht heeft als A en er f 174,40 aan het werk is 
verdiend, vraagt men, hoeveel ieder van die som moet 
ontvangen, 

(Hoofdakte ex. Amsterdam, 1891.) EB 


184, 


185. 


186, 


187. 


188. 


189. 
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P en Q handelen ieder voor zich. Het geld van P staat 
tot dat van Q als 3:5. P wint f 300 meer dan 20°/,, 
terwijl Q f 400 verliest. Als het geld van P zich nu 
verhoudt tot dat van Q als 21:16, vraagt men, met 
hoeveel elk den handel begon. 

(Hoofdakte ex. Amsterdam, 1891. P. 


In een kamer ligt in 't midden een vloerkleed dat 8, M. 


breed is en Dn deel van den vloer bedekt, De kamer is 5 M. 


breed en de omtrek van kamer en vloerkleed is samen 38 
M. Hoe lang is ’t vloerkleed ? S. V. 
Een koopman heeft wijn van 40, 45 en 50 cent den L., 


die gemengd op 15, et. de L, komt. Was de partij van 


40 ct. 25 et, of die van 50 ct. Is et. per L, goedkooper, 


dan zou het mengsel op 45 ct. den L, komen, Als hij 75 
L. heeft van 45 ct‚ hoeveel Li. heeft hij dan van 40 en 50 ct. ? 
Vijf getallen, wier som 555 is, zijn zoo gekozen, dat de 
eerste 3 een rekenkundige en de laatste 3 een meetkundige 
reeks vormen. De som der rekenkundige reeks is 75 en 
die der meetkundige520. Welke zijn die 5 getallen ? S.V, 
P en Q vertrekken op hetzelfde oogenblik uit A, respec= 
tievelijk met een snelheid van 3 en 4 KM. per uur. Als 


6 
P te B aankomt zal Q te C zijn. Indien Q echter 4 uur 


na P vertrekt, zal P te C aankomen, op hetzelfde oogen- 
blik als Q te B. Hoe groot is de afstand van A tot B 
en A tot CP Ss 

A arbeidt aan zeker werk eerst eenige dagen waarna B 
de rest afmaakt, In 5 maal zooveel tijd als A werkt, had 
B het geheele werk kunnen doen. Als B 3 maal zooveel 


van het werk afmaakt als A en 8: dag langer werkt dan 


deze, in hoeveel dagen kan dan ieder alleen het werk vol- 
tooien ? Si Ve 
(No. 185—189 Hoofdakte ex, Zwolle, 1891.) 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 681—700. 


681. Welke waarde heeft A in de vierkantsvergelijking 
a? J Aa 2610, 
als men weet, dat 4 +7 l“—5 een der wortels van die 
vergelijking is? L. 
(Verg. ond. Hoofd eener School, Tholen, 1888.) 
Oplossing. 

Als men de 2 wortels door #, en x, voorstelt, heeft men 
Ey Ha == — A en z‚v, = 261. Isnuw, = 4 +7 —5 dan is 
EE CE NAE er 

en A= (vj der) 8 L. 


682. Bereken x uit: 


% 


168 TE PU L 10. L: 
(Verg. ond. Hoofd eener School, Tholen, 1888.) 
Oplossing. 
elbe == 10 (Bas (oe 
(16°)2 — 10(16°5) +160 | 2°—2? Bijen 
16° =5 438 en 2 in de 


wen en 


4 


X 


L. 
683. Van een gegeven A ABC is AB de basis. Op AC neemt 
men een stuk AD =p, op BC een stuk BE —g, daar- 
op trekt men DE. In welke verhouding wordt die lijn 
verdeeld door de hoogtelijn uit C ? G. WorLpa, 
(Willemsoord , 1890.) 
Oplossing. 
Trek DH en EK ! AB, dan is 
FH: AF =CD:CA=(b —p):5 
RES Sim de me en 
FK: BF = CE: BO = (a —g):a 
PR == (a ae q) BF 
a 





DG:EG Z= FH:EFK 
De Vriend der Wiskunde. VL, 16 
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_(b—p)AF (ag) BF 
. PERS 


b 
2 WE alseen sj 1) NP 
waarin AF = eddie en BF == OA 
2e 2e 
de 2 pet En 2 Seen 
Dg: EG =C p) bit) EE EERE b2) 
be Jac 
— a (b— p) (b? Jc? — a?) :b (a —g) (a? +e* — b?). 
G. Worpa. 


Tweede oplossing. 


A DCG en A GCE hebben gelijke hoogten en verhouden 
zich dus als hunne bases, m. a. w. | 
DG:GE —= A DOG: A GOE. ......-. (f) 
A DCG en A ACF hebben den tophoek gemeen, derhalve 
A DCG: A ACF =DC x CG: AC X CF 
evenzoo A GCE: A FCB =CG Xx CE: CF x CB 
waaruit door deeling der overeenkomstige termen 
ADCG AACF DC, AC 
AGCE * A FCB ” OE ' CB 
of daar A ACF: A FCB —=AF: FB 
ADCG AF ADO AG 
A GOE ‘FB CE CB 
A DCG AF x DC x CB 
AGCE FBXCExAC' 
Brengt men deze waarde in (1) over, dan komt er 





DG: GE —=AF XDC Xx CB: FB xXCE xXEC ... (2) 
2 VAO ADE CB? 
Verder is AF == DINE 
CBE J- AB? — AC? 
en Bes 2 AB s 


he dezer waarden in (2) geeft 
_ (AB? + AC? — CB?) x DC x CB 
T (AB? — AC? + CB?) Xx CE X AC 
Daar Dee En Bi —p en CE —=CB—g heeft men derhalve 
DG __ AB? AC? — CB?  CB(AC— p) 
GET AB? — AC? + CB? “ AC (CB —g) 
(ett br—a) (0 — pa 
TT (e2—b? +at)(a—g)b 
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Is / C recht dan heeft men 
DG AC? CB(AC —p) AC (AC —p) _b(b —p) 
GE CB?“ AC(CB—g) ” CB (CB — 9)” a(a—g) 
Is AC =: BC dan heeft men 
DG AC —p AO —p __b—p 
GE ROB AO bg 
welke uitdrukking ook geldt als AC = BC = AB. F.J. Borr. 





684. Een gegeven cirkelboog in twee andere bogen te ver- 
deelen, zoodanig dat de som der overeenkomstige koor - 
den een maximum is, J. v. D. SANDT., 
(Perersen, Meth. & Theor. no. 75.) 

Oplossing. 

Zij ACB de gegeven cirkelboog , die 
deel uitmaakt van cirkel M. Zij C een 
willekeurig punt van dien boog, zoo is 
de vraag, wanneer wordt AC + BC 
maximum ? 

Verleng AC door C met een stuk 
CD =BC en trek BD, dan is A BCD 
gelijkbeenig en 


ZE L CDB =/ CBD — EL ACB. 





ZL ACB is constant, waar men C ook op den cirkelboog 
kiest, dus is / CDB ook constant; de meetkundige plaats van 


D is het cirkelsegment, dat Ee ACB bevat, op AB als koorde 


beschreven. Het middelpunt van den cirkel, waartoe dit seg- 
ment behoort is het midden C, van boog ACB, want trekt 
men AC,‚D,, BC, en BD,, zoo is AC, = BC, en daar 
L AC,B = , ACB, / ADB — / ADB, is / CBD, = 
SL AC,B == / AD,Ben BO, —= CD; of AC, = BC, = 0D, 
C, is dus het middelpunt van het cirkelsegment ADB. 

In dit segment is voor elk punt C van segment ACB, AD 
de som der koorden AC en BC. Die som wordt maximum, 


als koorde AD maximum wordt nl. middellijn. -C,, het ge- 
vraagde punt, ligt dus in het midden van boog AB. 
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Tweede oplossing. 


AC 4 BC moet maximum zijn. Verdeel boog AEB in E 
in twee gelijke deelen, dan is als men AE, BE en CE trekt: 
"AE —=BE en volgens de stelling van Prouemagus AE.BC + 
BE.AC=AB.CE of AE(ACHBC)=ABXCE en dus: 

AB.CE 
AC + BC = AE 
vastig, dus zal AC + BC maximum worden, als CE maximum 
is en dat zal plaats hebben, als de lijn CE middellijn van 
cirkel M is, dan moet dus CE! AB zijn en dan is C het 
midden van hade AB. De som der koorden is dus maximum, 
als de boog ACB middendoor gedeeld wordt. J. v. D. SANDT. 





In deze vergelijking is AB : AE stand- 


685. In een cirkel is een willekeurige A ABC geplaatst; uit 
elk der hoekpunten wordt eene middellijn gesrokken en 
daarna de tweede uiteinden dier middellijn met de naaste 
hoekpunten van den A ABC verbonden. Bewijs, dat de 
inhoud van den zeshoek ADBECF het dubbel is van 
dien van den A ABC. J. C. EceR. 


Oplossing. 


Bewijs. Laat in nevensstaande fig 
ABC de gegeven drieh. en ADBECF 
de zeshoek zijn, verkregen door het 
trekken der middellijnen AOB, BOF en 
COD. Nu zal het uit de middelpunts- 
driehoeken gemakkelijk zijn om te be- 
wijzen dat AD = CE, DB = CF 
de EN BE — AF. 

Laat men nu DK en CC' loodrecht op AB, en El loodrecht 
op CC'‚, dan is in de AA ADK en CEI: 





AD 0; 
ZL ADK =/ ICE 
en LK == I= 90% 
dus AADK 2 A CEI 
waardoor DK OI ne (1) 


Verder is A ABE rechthoekig, dus B = 90° —= Ee 2 g 
waardoor BE 10 400. der Seat on Heen ONSEN 
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Nu is de zeshoek verdeeld in twee vierhoeken, bijv. ADBE 
en AFCE, 


Vierh. ADBE = A ADB + A ABE =;AB.DK +3 AB. BE 


=3 AB (DK +- BE) 


of naar (1) en (2) —= „AB XCC’ = A ABC. 


Op dezelfde wijze kan aangetoond worden dat vierh. AFCE 
== A ABC, waardoor dan de zeshoek het dubbel van den 
drieh. is. J. C, Eeer. 


Tweede oplossing. 


AOF = 
R kan on omdat ze respectievelijk gelijke bases 


A COE —= A COA en denzelfden top hebben. 


opt. 
vierh. AFCE = A ABC. Op gelijke wijze blijkt 
‚ vierh. ADBE == A ABC 

opt. 

zesh. ADBECF —=2 A ABC. 


Derde oplossing. 


Trek de hoogtelijnen AA’, BB’, CC. Zij H het hoogtepunt. 
Z ACE — 90°, dus CE//BB', evenzoo BE// CC’, dus is BECH 
een parallelogram. Evenzoo zijn BDAH en AFCH parallelo- 
grammen. 

I par. BECH —=2 A BCH 

I par. ADBH —=2 A ABH 

I par. AFCH=2 A ACH 





opt. 

I zesh. ADBECF = 2 A ABC. 

Opmerkingen. 1) Als A ABC rechthoekig is, gaat de zes- 
hoek over in een vierhoek. Dan is I vierh.—=2I A ABC. 

2) Men kan de eigenschap ook aldus lezen : 

De loodlijnen op de uiteinden der zijden van een A opge- 
richt doen een cirkelzeshoek ontstaan, die 2 maal zoo groot 
is als de A. (Van Breen, Merkw. punten en lijnen in den 
vlakken A, blz. 35.) 
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686. Het apothema van een regelmatigen vijfhoek, in een 
cirkel beschreven, is gelijk aan de halve som der zijden 
van den ingeschreven regelmatigen zes- en tienhoek. Bewijs. 
(G. Suirs, Meetkundige Vraagstukken, no. 950.) * 


Oplossing. 


Zij AB de zijde van den ingeschreven 
regelmatigen vijfhoek, AC = BC —=t, 
de zijde van den ingeschreven regel- 
matigen tienhoek, zoo is 

MC … AB (MA = MB, AC — BC). 

MD ==a is het apothema van den vijf- 
hoek. Verlengt men ME en maakt men 
BE — BM, zoo is A MBE gelijkbeenig en ME — 2MD == 

coel 

Maar / BEM = / EMB — 36° en / CBE —= / MCB — / MEB 
== 12° — 36° — 36°, dus CE—=CB=t of ME = MC HCE 
=r"Jt... (2), bijgevolg in verband met verg. (1) 


2a=rJt of ami (rk) 


Opmerking. Men kan ook CE==CB maken en bewijzen 
BE =BM. Het bewijs blijft overigens gelijk. ANTON 





Tweede oplossing. 


Maak DF —= DC, dan is AF —= AC —=t en AF = MF, want 
LAMC = 36° en / MAF = / MAC —/ FAC —= 729 —2/ DAC 
= 12" —2x18°—=36% Nu is 2MD == MF + MC of 24 = 


AF Hr, dus 2a ={-r en am i(r +) 


Derde oplossing. 
ZL AMB = 720, daar AB de zijde van den ingeschreven vijf- 
1 
hoek is; /_ MAC == 90° — 5 Z AMC == 720, dus hebben de 


driehoeken AMB en CAM een hoek gelijk en 
opp. A AMB: opp. 2 RE MA x MB: MA x AC = 
risrit 
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Maar opp. A AMB = 5 00 ‚ als v de zijde van den vijf hoek 


1 
r X-v, dus 


is en opp A CAM —5 
Le Note Ke Olt 0E 1 
zon ne OMC 0e oere (1) 
Nu is {2 —=r (r —t) (Bedenk de zijde t van den ing. regelm. 
tienhoek == het grootste stuk van den in uitersten reden ver- 


deelden straal) of 42 =r?—rt, dus r? —=(t+-r)t, maar 
volgens verg. (1) is 7? = 2at. Men heeft dus 


(Hr) t=2at en a=j rt t. A.H.C,M. 
Vierde oplossing. 


Men weet t=br(-lt+v5) dus ErtOeir (+15) 
en dit is de bekende formule voor het apothema van den. in- 
geschreven regelmatigen vijfhoek. Immers: 


MD —a == (MD? — ÁD?) =1 („ sg. z5r2(10 ze 25)) 


1 
= gr (64-205) = zr 1/5), bijgevolg a = ; (rf). 


687, Van drie op elkaar volgende getallen is het middelste 
eene volkomen tweede macht. Bewijs, dat het gedurig 
product dier getallen deelbaar is door 60. 

(W. A. Wisserink, 4e verz. 830, No. 5). 
Oplossing. 

Noemen we de getallen (n? — 1), n°, (n? +1). 

Is „ even, dan is „?% door 4 deelbaar. 

Is „ oneven (= 2p J-1) dan is n° een 4-voud J 1 en zal 
dus (n? — 1) door 4 deelbaar zijn. 

Is „ (en dus ook #?) niet door 3 deelbaar, dan zaln = 3p 
d- 1 en n° —=3p J-1 zijn, zoodat n° — 1 een 3voud is. 
__De tweede macht van een getal heeft tot cijfer der eenheden 
0,1,4,5,6 of 9. 

Is #? dus niet door 5 deelbaar, dan laat het bij deeling 
door vijf A of 4 tot rest over, zoodat n? — 1 of n? J 1 door 
5 zal deelbaar zijn. 
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In het gedurig produet (n? — 1) n (n? +1) heeft men dus 
in alle geval de factoren 3, 4 en 5, waarvan er geen twee 
onderling ondeelbaar zijn, zoodat bedoeld gedurig product 
altijd deelbaar zal zijn door 3.4.5 of 60. 

688, Bewijs, dat het product der deelers vanm =a be ……. 


gelijk is aan vrm? D (Drei)... 


Oplossing. 


Het aantal deelers van een getal is gelijk aan het product 
der getallen, die men verkrijgt, als men elk der exponenten 
van de ondeelbare factoren van het getal met één vermeerdert. 
(J. VersLuys, Deelbh. en repet. br. S15). Het aantal deelers 
van ma be... bedraagt dus Pt l(q tlr)... 

Deze deelers kan men 2 aan 2 zoo nemen, dat hun product 
gelijk is aan het getal m. 

Daartoe schrijft men al de deelers in volgorde hunner grootte 
op, waarna men successievelijk het product neemt van twee 
dier deelers op gelijke afstanden van de uiterste deelers gelegen. 

Het gedurig product van al de deelers van m is dus 


(p+1) (q+1 GE BA (p+1) (q+1) (r+1) ., 


m 


689. Bewijs, dat voor alle geheele positieve waarden van mm 
de vorm | 


(2 — 1) (ar ze 1) Ee) 
el) 1) @=D 
een geheel getal voorstelt. 
Oplossing. 

De noemer is gelijk aan (w — 1)? (w +1) (#2 —e 1) en 
de factoren (# — 1), (we +1), (2? — z + 1) zijn onderling priem. 

Maar de teller is klaarblijkelijk deelbaar door (z — 1)? een 
der drie opeenvolgende getallen m, m — 1, m — 2 is nood- 
zakelijk even; dus een der factoren van den teller is deelbaar 
door (#1), een der drie zelfde opeenvolgende getallen is 
deelbaar door 3; dus een der factoren van den teller is deel- 
baar door (#% — 1). 
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690. Te onderzoeken voor welke waarden van # 
An? J- 2 H-5 
door 7 deelbaar is, (K. I. 1890.) 
Oplossing. 

Om dit te onderzoeken stelle men 42? + 2 + 5 == 7v. 
Men heeft nu een onbepaalde vergelijking van den tweeden 
graad, welke men moet trachten te ontbinden in 2 factoren 
van den eersten graad, die dan elk gelijk aan 7, 14, 21... 
moeten gesteld worden. 

Omdat 42? + 2 J- 5 niet in 2 factoren van den eersten “ 
graad te ontbinden is, moet men zien den vorm te vervangen 
door een anderen, welke daarin wel te ontbinden is. 


Is 4x? J 2e 45 een Tvoud 
dan is ook 4x? rd 5— 7 een Ivoud 
of Aa? J 3e — 2 een Zvoud 
of 222 +4 —l een Tvoud 
of (2x —1) (we +1) een Tvoud 
dus 2e —1l=—=?7,14, 21,... en Bet bi 4 2 
derh. e=4 Tj U on 2 =3,05, 10, … 


Een oneindig aantal waarden voldoen aan de vraag. 


691. Het getal 200 in twee deelen te verdeelen, zóó dat het 
eene door 6 en het andere door 4 gedeeld tot resten 
geeft 5 en 4. erken 19405) 

Oplossing. 

Het eene deel laat door 6 gedeeld 5 tot rest en kan dus 
voorgesteld worden door 6z +5, Het andere deel door 4 ge- 
deeld laat 4 tot rest, het is dus een 4voud en kan dus voor- 
gesteld worden door 4y. Men heeft nu de onbepaalde ver- 
gelijking 6x + 5 + 4y = 200 of 6e + 4y = 195, welke niet 
is op te lossen, omdat het eerste lid door 2 deelbaar is, ter- 
wijl het tweede lid dit niet is. 

Het vraagstuk is dus onmogelijk. 

Tot hetzelfde resultaat komt men, als men zegt, dat het 
eerste lid, dat door 6 gedeeld 5 tot rest laat, oneven is. Het 
tweede deel is dus ook oneven en kan dus bij deeling door 4 
alleen 1 of 3 tot rest laten. 


B 
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Laat het tweede deel bij deeling door 4 tot rest 1, dan zijn 
de deelen 11 en 189, 23 en 177, 35 en 165, 47 en 153, 59 
en 141, 71 en 129, 83 en 117, 95 en 105, 107 en 93, 119 
81, 131 en 69, 143 en 57, 155 en 45, 167 en 33, 179 en 
215 19lpen 9. 

Laat het tweede deel bij deeling door 4 tot rest 3, dan zijn 
deelen 5 en 195, 17 en 183, 29 en 171, 41 en 159, 53 en 
147, 65 en 135, 77 en 123, 89 en 111, 101 en 99, 113 en 
87, 125 en 75, 137 en 63, 149 en 51, 161 en 39, 173 en 
21, 185 en 15, 197 en 3. 

Omdat we niet weten, welke de fout in de opgave is, 
brengen we er geen wijziging in en laten de oplossing bij 
elke mogelijke verandering behoorende achterwege. 


692, Bewijs dat iedere macht van 76 tot laatste cijfers 76 heeft. 
(J. VersLuys, Dibrh, & Rep. br. no. 26.) . (K. IL. 1890.) 
Oplossing. 


Kon B OTO 


nerede ern A70 me 
19 5B 20 (16 Ts ATG AN ATA GEN 
== 10041948 (16 ved) 
— 100-voud , 

dus 76 == 100-voud + 76, waarmede het gestelde bewezen is. 


Tweede oplossing. 
76 —= 100 — 24 
762 — (100—24)? —= 1002 — 2,24. 1004576 —= 100-voud +76 
heeft dus 76 tot laatste cijfers. 
763 = 76 X 762 — 100-voud + 762, 
heeft dus 76 tot laatste cijfers , enz. 


693. Herleid: 
Be mA EA EE EEE B 
TAA EL 22 le) xs |8a 22 ta 'pd)| 


Het antwoord schrijven zonder gebroken en negatieve 


exponenten. 
(Lit, Math. ex, Mei 1891.) 








Oplossing 
De gegeven vorm is 
ER ed NG men et en et be teln Aje 
3 dq Ben 6 q A 2Á q24 Aen ARES) Ter 3, q3e 
a KERA MELO TA ORL AG 
216 q Sh PLAN Ger 5 aq 





694, In welke vergelijking zijn de wortels de derde macht 
van de wortels in: #2 —4pd-1=0? 
(Lit. Math. ex. Mei 1891.) 

Oplossing. 

mdr tl1l=0 

Onee D Dga re 13, en t,=â— vs. 

Stel de wortels der nieuwe vergelijking y‚ en y‚ , dan is 

Yi t =(2H13)S en y, =r3 == (2 133 

en de nieuwe vergelijking (y —y;)(y —y,) = 0 

of ty (BH 3)P ty (2-13) =0 

ly — (26 +15 1/3)| ty —(26—151v/3)) =0 
ye 521 =0. 

Stelt men de nieuwe vergelijking voor door y? + Ay + B =0, 
dan is A—=—(y, +y,)=—52 en B SN Ut der 

y Ay tB=y?—52y 10. 

695. Een ambtenaar betaalt aan het begin van elk jaar 150 
gl. aan een weduwenfonds. Na 25 maal betaald te heb- 
ben sterft hij. Zijne weduwe ontvangt 11 maal eeno 
jaarlijksche uitkeering van 750 gulden, den eersten keer 
aan het einde van het jaar, dat op het sterfjaar volgt. 
Hoeveel schade lijdt het fonds, als men 4 °/, rente rekent ? 
(Lit. Math. ex. Mei 1891.) 

Oplossing. 

Het fonds staat 36 jaar met ‘den ambtenaar en zijne weduwe 
in betrekking. Het ontvangt de eerste 25 jaren f 150 en 
keert de laatste 11 jaren f 750 per jaar uit. De ontvangsten 
bedragen aan het einde van het 36e jaar aan kapitaal en 
interest te zamen 

150, 1,0436 +450, 1,0435 J,,,150,1,0412 = 
— 150.1,041° (1,042% +... +1) 


NOL == 3750. 1,0412,(1,0425— 1). (A) 
A nd 
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log 1,04 — 0,0170333 log (1,0425 — 1) — 0,2216307 

25 log 1,04 — 0,4258325 12 log 1,04 — 0,2043996 
1,0425 — 3,66583 log 3750 — 3,5740313 
1,0425 — 1 = 1,66583 log (A) = 4,0000616 


(A) = 10001,418 
De uitgaven bedragen aan kap. en intr. samen 
150. 1,0410 + 750,1,049 +... + 750. 1,04 + 750 —= 
=— 750 (1,0410 L.,, + 1,04 +1) 
1,0411 — 1 


En 750 ° Td Dd 18750 (1,0411 =S 1) eters tau ojos Banks (B) 
log 1,0411 = 0,1873663 _ log (1,0411 — 1) —= 9,7319512—10 
10411 —= 1,58945 log 18750 — 4,2730013 

10411 — 1 = 0,53945 log (B) — 4,0049525 


(B) — 10114,688 
Schade — f 10114,68 — f 1000141 — f 113,27. 


696. Welke geheele positieve waarden van de onbekenden 
voldoen aan de vergelijkingen : 
2e H14y — Te == 34l en 10e H Ay H- Iz —= 473P 
(Lit. Math. ex. Mei 1891.) 


Oplossing. 


2e 14y — Te 341 
EN 5 
10e + 70, — 352 — 1705 
10e + 4y J Ie —= 473 
66, — 442 — 1232 








Da 
3y— Îe—= 56 
y=ieel° 5 ) — 18 + 2p 
z=3p—l 
1 
vz=4l— 3 


ze. 
Alleen geheele, positieve waarden worden gevraagd, dus p 


1 
moet even zijn en & u en ol 5 Men vindt dus voor 
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2, 4, 6, 8 en 10, 
34, 27, 20, 13 en 6, 
22, 26, 30, 34 en 38, 
DRE NL daden, 


Wii 


NT ETEN, 


697. Om een geliĳjkbeenigen rechthoekigen driehoek is een 
cirkel beschreven. Eene koorde te trekken, evenwijdig 
met de schuine zijde, die door de rechthoekszijden in 
drie gelijke deelen wordt verdeeld, 

(Lit. Math. ex. Mei 1891.) 


Oplossing. 


Zij DG de gevraagde koorde 
Trek AG en verleng haar tot 
ze het verlengde van BC in 
H ontmoet. Men heeft nu: 

Á ALF wm AABU, EF:BC—=AF: AC 
AAFG A ACH, EFG:CH==AF: AC 
dus EF : BC =FG:CH, 
maar EG = FG, dus BO = CH. 

Constructie. Verleng BC met CH = BO (== middellijn omg. 
cirk.), trek AH, die den cirkel in G snijdt, en de koorde 
GD // BC, dan is DG de gevraagde koorde. 

Bewijs. A ABC A AEF, BC: EF —= AC: AF 

AACHm A AFG, CD: FG == AC: AF 
dus ook BEICD SER SEGS 
maar BC = CD, dus EF —= FG. 

Boog AB — boog AC (A ABC geliĳkbeenig rechth.), 
bg BD = bg CG (DG // BC), dus bg AD == bg AG en koorde 
AD = koorde AG, verder / ADE == / AGF, / DAE =/ GAF, 
dus A ADER A AGF en DE=FE, Dus DE = EF = FG. 

Tweede oplossing. 
Zij DEFG de gevraagde koorde, dan is AE == AF en 
DE=EF=FG. Stel AE —z, dan is EF =xy/2, 
EG =2ry 2, BE=R— zg, 
AE.BE =DE. EG 
e(R—-o)=arv2. 2e = Ar? 


R-r=4e, R=5r, AR= SR. 
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Constructie. Neem AE = SAB En e R,‚ trek DEFG door 


E//BC, dan is DEFG de gevraagde koorde. 


698. Van een parallelogram zijn 2 zijden a en b gegeven ; 
de ingesloten hoek is 60°. Bereken de diagonalen. 
(Lit. Math. ex. Mei 1891.) 


Oplossing. 

Teeken een parallelogram ABCD, waarin / A == 60°, AC en 
BD de diagonalen, AD =a en AB=5. Trek DE en CF 
L AB, dan is in den rechth. A ADE de zijde AE = pa, en 
in A ABD is BD = Va? Jb? — ab. 

In den rechth. A BCF is BE — za 
en in A ABC is AC —= Va? +52 + ab. 


699. Een rechthoekig trapezium, waarvan de evenwijdige 
zijden a en 2a zijn en dat een hoek van 45° bevat, 
wentelt om de schuine zijde. Bereken den inhoud van 
het omwentelingslichaam. 

(Lit. Math. ex. Mei 1891.) 
Oplossing. 

Zij ABCD een rechth. trap., waarin / A — 90°, / B = 45°, 
AB —=2a, CD =a en BC de schuinezijdeis. Trek CE _| AB, 
dan is AB =CD=a, BE=AB—O0D=a, CE =a (omdat 
LB=45°). Verleng BC en AD tot zij elkaar snijden in F, 
dan is A ABF geliĳjkbeenig rechthoekig en AC | BF, 

BF =2arv2, AC=ar?, 

I omw. lich, ABCD = I omw. lich, ABF — omw. lich. DCF, 

lomw. lich ABF = : BE, AC? = 27 a3 y2, 

I omw. lich. DCF zo omw. lich. ABF, 

I omw. lich, DCF : IT omw, lich, ABF = CF3 ;: BE? = 1: 23, 


I omw. lich. DCF = zi omw. lid ABF, dus 


I omw. lich, ABCD = , Tomw. lich. ABF = 15 ma v3. 
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Tweede oplossing. 
Zij ABCD het rechth. trap., dat om de rechthoekszijde AD 
wentelt. Er ontstaat dan een afgeknotte kegel. Dus 


Iomw. lich. ABCD om AD =ja. za? + 4a? + 24°) = Eat. 


Maakt men nu gebruik van de eigenschap : 

De inhouden, ontstaan door een rechthoekig trapezium beur- 
telings om de rechthoekszijden en om de schuine zijde te wen- 
telen , zijn omgekeerd evenredig met die zijden, 
dan heeft men 

Tomw.lich. ABCD omBC _ AD a 

Tens erv TAD BOR gt 

I omw. lich. ABCD om BO—= —&—. Ar 
av 3 

v. D. War & VerBOren. 


1 
a3 == lg rarr2, 


700. Welke is de verhouding der inhouden van een regel- 
matig achtvlak en van het lichaam, dat de middelpunten 
der zijvlakken tot hoekpunten heeft ? 

(Lit. Math. ex. Mei 1891.) 
Oplossing. 
Plaats het reg. achtvlak zoo voor u, dat een diag. loodrecht 
staat, dan ziet ge dat de middelpunten der zijvlakken van het 
reg. achtvlak de hoekpunten zijn van een cubus, waarvan de ribben 


5 zijn van de diag. van het reg. achtvlak. Zij de ribbe van het 
achtvlak = a, dan is de diag. = av”2 en de ribbe van den 


cubus = : av?2, dus 


5 
T achtvlak : Teubus = a Ps (3 a 2) Ed 


(Zie: De Vriend der Wiskunde, II, no. 183, en V blz. 56, c.) 


Het decimaalteeken. 

De komma is als decimaalteeken (deeimaalkomma) het teeken 
bij witnemendheid , omdat zij in de wiskunde geene andere be- 
teekenis heeft. Van het punt kan dit niet gezegd worden. 
Men houde daarom de komma in eere en gedooge niet, dat 
het punt hare plaats inneme. 
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Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


38. Bij het schijfschieten wordt het geweer horizontaal gericht 
op de hoogte van het middelpunt der schijf, die zich op 
200 M, afstand bevindt. Waar zal de kogel de schijf 
treffen, als hij den loop verlaat met eene snelheid van 
400 MP g—=10 M. 
(HorN en pe Gast, Vrgst. over Natk., $ 18 no 6.) 


Oplossing. 


De kogel bezit twee bewegingen, in horizontalen zin eene 
eenparige beweging met eene snelheid van 400 M. en in verti- 
kalen zin eene eenparig versnelde beweging zonder aanvangs- 
snelheid en met eene versnelling van g—=10 M. 

In horizontale richting bedraagt de afgelegde weg 200 M., 

200 


deze weg wordt dus doorloopen in z00 ee sec, In vertikale 


richting legt de kegel dus een weg af van ; GE 7 g=1,25 M: 


De kogel bereikt dus de schijf 1,25 M. beneden het middelpunt, 
B. W. M. 


39. Hoe groot zijn de massa’s van lichamen, die 98, 147 en 
490 KG. wegen, uitgedrukt in de dynamische en in de 
statische eenheid ? 

(Horn en pr Gast, Vrgst. over Natk., S 19 no. 4.) 


Oplosssing. 


1. De eenheid van kracht geeft aan de eenheid van massa 
de eenheid van versnelling. Twee dezer eenheden kan men 
dus willekeurig kiezen, de derde eenheid is dan bepaald. 

2. De statische krachtseenheid is de Kilogram, d. i. de 
kracht, waarmede een dM? zuiver water van 4° QC, op een 
bepaald punt der aardoppervlakte vertikaal naar beneden wordt 
getrokken. 

Als eenheid van versnelling kiest men de versnelling der 
eenparig versnelde beweging, waarbij de snelheid elke tijds- 
eenheid met ééne eenheid toerieemt; eenheid van snelheid is 
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de snelheid eener eenparige beweging, waarbij elke tijdseen- 
heid (eene seconde) een weg van 1 Meter wordt afgelegd. 
Deze eenheid van versnelling noemt men gewoonlijk eene ver- 
snelling van 1 Meter. 

De statische eenheid van massa is dus de massa, waaraan 
een kracht van 1 KG. eene versnelling van 1 Meter geeft. 
Ervaring leert, dat een kracht van 1 KG. aan een massa van 
1 KG. eene versnelling van g — 9,812 M. geeft (vrije val, 
g = versnelling der zwaartekracht), d. i. eene 9,812 X zoo 
groote versnelling. De eenheid van massa bevat dus g = 9,812 KG. 

3. De dynamische krachtseenheid is de kracht, die aan een 
massa van 1 KG. eene versnelling van 1 M. geeft. Eenheid 
van massa is de massa van 1 KG., eenheid van versnelling 
is de versnelling van 1 M. De kracht van 1 KG. geeft aan 
de massa van 1 KG. eene versnelling g = 9,812 maal zóo groot 
als de versnelling, die de dynamische kracht er aangeeft, 


derhalve is de dynamische kracht = , KG. 


4, Lichamen, die 98, 147 en 490 KG. wegen bevatten dus 
98, 147 en 490 dynamische massaeenheden en nn Ee en 


7 of g = 9,8 M. stellende, 10, 15 en 50 statische massa- 


eenheden. B. W. M. 


40. In een bak, lang 18 dM., breed en diep 4,5 dM., ligt 
een houten kubus, welks ribbe 1,5 dM. en waarvan het 
S. G. 0,64 is, Hoeveel L. water kan men nu nog in 
den bak gieten ? 
(Horn en pe Gast, Vrgst. over Natk., S 35 no. 5.) 
(Ex. Onderw.acte.) 


Oplossing. 

De bak kan 18X4,5 XxX 4,5 =364,5 L. bevatten. Van den 
kubus is het 0,64 gedeelte ondergedompeld, d. í. 0,64 x 1,55 
=2,16 L. De bak kan dus nog 364,5 — 2,16 —= 362,34 L. 
water bevatten. B. W. M, 


De Vriend der Wiskunde, VL, 17 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 

133. Trek door een der hoekpunten van een driehoek een 
rechte, zoodat het verschil van de afstanden der beide 
andere hoekpunten tot deze rechte een gegeven lengte hebbe. 
(C. Krareer, Kz., Lrb. d. Mtk. S 330, no. 627.) N, 

„Oplossing. 

Men moet bij de oplossing van deze vraag twee gevallen 
onderscheiden : 

1°. De gevraagde lijn snijdt de zijde tegenover het eerste 
hoekpunt niet en 

29. De Erin lijn snijdt deze zijde. 
1°, Analyse. Zij A ABC 
de gegeven driehoek, PQ 
de gevraagde lijn zoon C, 
zóo dat BE — AD —= eene 
4 gegeven lijn p is, als BE 
en AD rechthoekig op PQ 
zijn. Trekt men AF // PQ, 
zoo is 
BF= pen / AFB == 90°. 

Constructie. 1. Beschrijf op AB een halven cirkel; 2. Maak 
koorde BF = AF'=p; 3. Trek BF en AF’, AF en BF en 
4, Trek door C de lijnen PQI/AF en PQ'// BF’, dan voldoen 
deze lijnen aan de vraag. 

Bewijs. Trekt men BF door tot E en AF tot D', trekt 
men AD! PQ en BEL P'Q', zoo is BEL PQ en BE — AD 
— BF =p. Eveneens is AFL | P'Q'en AD — BE == AF =p. 

Discussie. Vooreerst moet p (AB zijn. Dit is echter niet 
voldoende. Het verschil der loodlijn uit B en A op PQ neer- 
gelaten wordt zoo groot mogelijk als de loodlijn uit A nul is. 
Valt PQ dus samen met AC, zoo is BE — AD ==max. De 
loodlijn uit B is dan BH (£ AC). Bijgevolg wil PQ bestaan- 
baar zijn, dan moet p < h, (de hoogtelijn op AC) zijn, Wil 
P'Q' bestaanbaar zijn, dan moet p  AH' of p < h, (de hoogte- 
lijn op BC). Neemt men dus aan BC) AC of h,< hj, zoo 
vindt men 2 lijnen als p < h,, 
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1 lijn als » <h, maar ) he, 
geen lijn als p A 
Is p =0, zoo is PQ AB. 





NEE 29. Analyse. Zij PQ de ge- 
RE vraagde lijn, zóo dat BE — AD 

B — p is, als men BE en AD …J 
Be PQ trekt. Maakt men BK — AD 
B en KL // PQ, zoo is EK —= 
BE — BK —= BE — AD =p en 
BL —= AN, dus het midden I 
van AB is tevens het midden 

B van NL. Trekt men dus IM 
BE | PQ, zoo is 


IM = zp en Z IMC = 90°, 


…_ 
Er! 
Ad 


Constructie. Î, Maak AT=Bl; 2. trek CI; 3. beschrijf 
op CI als middellijn een cirkel; 4. maak koorde IM —= IM’ = 


5 en 5. trek CM en CM’, dan zijn dit de lijnen PQ en P'Q' 


die aan de vraag voldoen. 
Bewijs. Dit kan de lezer afleiden uit de Analyse. 
Discussie. Is p=0, zoo is C[ de gevraagde lijn. Evenals 
in het eerste geval wordt het verschil der loodlijnen uit B en 
A op PQ neergelaten zoo groot mogelijk als de loodlijn uit 
A==0 is, d.w.z. als PQ langs CA valt. Wil PQ bestaan- 


baar zijn, dan moet p dus kleiner zijn dan h, of 5 p< IH. 
Eveneens moet, wil P'Q’ bestaanbaar zijn, p kleiner dan h 8 
zijn of ey, IH. Neemt men dus aan BC ) AC of Jh < h, 
zoo vindt men 2 lijnen als p {h,, 


‚‚ maar ) h, 


1 liĳn als p Ch 
geen lijn als p) Ah 
Men ziet, dat de discussie overeen komt met die in het 
eerste geval. __B. W. Monpr, 
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134. Verdeelt men een ingeschreven vierhoek door elk van zijn 
diagonalen in twee driehoeken, dan zijn de snijpunten 
der hoogtelijnen van die vier driehoeken de hoekpunten 
van een vierhoek, die congruent is met den gegeven 


vierhoek. Bewijs dat. EF, S. re R. 
(J. VersLuvs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. Gem. Vrgst. no. 148.) 
Oplossing. 


Zijn Hs „Hr ERBR REN 
de hoogtepunten, dan moet 
bewezen worden, dat vierhoek 
H‚H,H,H, congruent is met 
vierhoek ABCD. Daartoe is 
noodig en voldoende te bewij- 
zen, dat hunne zijden gelijk 
zijn en evenwijdig loopen. 

Volgens v. BREEN, Merkw. 
punten en lijnen in den vl. 
drieh. (blz. 30), zijn BH, 
en CH, als bovenste stuk- 
ken der hoogtelijnen BE en CF gelijk aan de koorden, die M 
afsnijdt van de loodlijnen in A en D op AD opgericht. Maar 
deze koorden zijn gelijk, dus BH, —=CH,. Zij zijn ook on- 
derling evenwijdig: bijgevolg is BCH,H, een parallelogram 
en H‚H, Jl BC. 

Op dezelfde wijze toont men aan, dat ABen H,H,, AD en 
H‚H,, CD en H‚H, gelijk en evenwijdig zijn. M. Simons. 





135. Hen driehoek te beschrijven, als gegeven zijn: de lijn, 
die den tophoek middendoor deelt, de basis en een hoek 
van de basis. F. 8. ra R 
(Verg. ex. Heetveld, 1889.) 

Van dit vraagstuk is geene oplossing ingekomen. Het is 
reeds vroeger gevraagd in De Vriend der Wiskunde IV, 1889, 
no. LXXXVIT. Construeer A ABC, als men / A, de zijde 
AC en de bissectrix BD van den over AC staanden /_ B kent. 

Tot nog toe vond ik geene elementaire oplossing. Met be- 
hulp van trigonometrie verkreeg ik eene hoogere machtsver- 
gelijking van den Gen graad. (Zie blz. 266.) A.J. v. B, 
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136. Op een gegeven cirkelomtrek twee punten te bepalen , 
zóó dat de rechte lijnen, uit die punten naar een ge- 
geven punt getrokken, een gegeven hoek vormen en zich 
verhouden als twee gegeven lijnen. F. S re R. 
(J. VersLurs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. Gem. Vrgst. 81.) 


le 


Oplossing. 


Zij M het middelpunt van den gegeven 
cirkel, P het gegeven punt, A en B de 2 ge- 
vraagde punten, zoodat dus AP: BP — de ge- 
geven verhouding =g en / APB = a =de ge- 
geven hoek. A ABP is nu in vorm gegeven 
daar 1 hoek en de verhouding van de zijden om 
dien hoek gegeven zijn. De plaats van het punt 
M ten opzichte van den driehoek is gegeven 
door de afstanden van het punt tot de 3 hoekpunten A, Ben P. 

Wij kunnen dus een A construeeren 
gelijkvormig met A ABP en daarbij een 
punt mm vinden, zoodanig, dat de afstan- 
den van mm tot de drie hoekpunten a, 5 en 

p evenredig zijn met AM, BM en PM. 

î am: AM == bm: BM = mp: PM, 
waaruit am: bm = AM: BM = Ll 
am: pm = AM: PM. 

BEREN Voor het punt m is dus bekend de ver- 
houding der afstanden tot a en p, terwijl we ook weten, dat 
ma — mb. 

We hebben dus, volgens de methode der gelijkvormige 
figuren, de volgende constructie. 

Zet op de beenen van den gegeven hoek van af het hoek- 
punt p 2 stukken pa en pb af, zóo dat pa: pb = de gegeven 
verhouding. Bepaal een punt m zoo gelegen dat ma == mb 
en mp:ma=MP:R, waar R de straal is van den gegeven 
cirkel, M zijn middelpunt en P het gegeven punt. Beschrijf 
uit m een cirkel met ma tot straal, dan is een fig. verkregen 
gelijkvormig met de gevraagde. Verbindt nu P met M. Trek 
een lijn, die met PM een / maakt gelijk £ mpa en een lijn, 
die met PM een /_ maakt gelijk £ mpb, dan zijn de snijpun- 
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ten van deze twee lijnen met den cirkel de gevraagde punten. 

Al naar de cirkel, waar het punt m op gelegen moet zijn, 
door de loodlijn midden op ab gesneden, geraakt of noch ge- 
sneden noch geraakt wordt, zijn er 2, een of geen oplossingen, 

of Tweede oplossing. 
Verbindt P met M, trek Pm, zoo- 
| danig dat / MPm = de gegeven hoek, 
J en waarbij PM : Pm =— de gegeven ver- 
houding. Beschrijf uit m een cirkel 
met een straal 7, zoodanig dat R:r 
= de gegeven verhouding, waarbij R 
is de straal van den gegeven cirkel. 

5 NE Dan is een snijpunt B der 2 cirkels 
een der punten, Het daarbij behoorende punt A vindt men, 
door B met P te verbinden en de lijn AP zoo te trekken, 
dat / APB — de gegeven hoek is. 

Bewijs. Denkt men zich de lijn Pm met den cirkel m ge- 
draaid, tot Pm largs PM valt, dan is P het gelijkvormig- 
heidspunt van de cirkels m en M, daar de afstanden van hun 
middelpunten tot P zich verhouden als hun stralen. PB zou 
dan langs PA vallen, daar £ mPB == 4 MPA. A en B zijn dus 
homologe punten, zoodat PA : PB = R : rr — de gegeven verhou- 
ding. A en B zijn dus 2 punten die aan het gevraagde voldoen. 





177, Een driehoek te construeeren uit 7 (straal ing. cirkel), 
(str. aang. cirkel zijde a), w (bissectrix van / A). 


h is bepaald door 7 en r. V. 
ad 
(Perersen, Meth. & Theor. no. 108.) 


Oplossing. 

Zij ABC de gevraagde driehoek 
met zijn ingeschr. cirkel M en den 
aan BO rakenden aangeschr. cirkel 
M,. Trek de stralen MF en M‚H, 
dan heeft men 

M‚H:MF — AH: AF, 

Maar AH=—=s en AF =s—a, 

dus rr =8ils—4), 
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waaruit szar :(r —r). 
a a 
ï 2arr 
e a 
NES L==r"9 => ah, en dus 21 = A 
2 rr a 
a 
waaruit h'=?2rr :(r_—r). 
a a a 


Zijn nu r, ren w = AE gegeven, dan kan vooreerst 
h — AD bepaald worden. Daarna kan men achtereenvolgens 
A ADE, cirkel M en A ABC construeeren. M. Srmons. 


178. Als de stralen van de om- en ingeschreven cirkels van 
een scherphoekigen A door R en r, de zijden door a, 
b en c en de loodlijnen, uit het middelpunt des omge- 
schreven cirkels op de zijden neergelaten , door !,, /a 
en /, voorgesteld worden, dan heeft men : 


BED Lbr N + etat, 


Er atb de 
Rn. al; + bl, + el; 
adh EE Gie 
(C. Knarren, Kz, Lrb. d. Mék. S 330, no.657.) J.P. 
Oplossing. 


A ABO is scherphoekig, M is het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel, 
MD } BC, ME AC en MF! AB. 

Stel EF =p, DF =g en DE =t, 
verder: MD —/,, ME = !, en MF ==}, 
dan is 


Ozaki Xjh Hexg 





1 
5 (al, + bl, + cl.) 





O 
Ne í er 
sab 
_ al, bl, Jel, 
of Ee BUEN : 


Verderis AB: BF =BC:BD =2: 1, dus A ABC» A DBF 


1 1 1 
en DF = 5 b. Eveneens EF = 5 % DE = 5e 
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Past men nu het theorema van Prorrmarvs toe, dan vindt 


men , daar en, gid On is: 


2 2 
1 1 
Rxp=gbXl, 4 gexl,, 
1 1 
Rxg=gexltgaxl,, 
1 1 
hs dat X l,. 


en R(pdatD=zleHD HOHO) He HO) 


1 | 
dus zR(atbtomiat Dl, +EOHOL Filet o)h, 
RED HOHO He Ha)l, 
ne abe “___Feiso. 
Aanteekening. Telt men de bovenstaande waarden van R 
en 7 samen, dan vindt men de fraaie eigenschap 


RA rz=l, Jl, +1. (Reo.) 





of 


179. Hen vierhoek te construeeren, als gegeven zijn de beide 
diagonalen, 2 overstaande zijden en de rechte, die de 


middelpunten dezer verbindt. 
(C. Krarrer, Kz, Drb. d. Mtk. $ 330, no. 702.) J.P. 


Oplossing. 


Zij ABCD de gevraagde 
vierhoek, waarvan gegeven 
zijn AC en BD, AD en BC 
benevens TH. 

Trekken we CI en AK 
evenwijdig aan BD en maken 

| | we ze ook gelijk aan BD, dan 
is ACIK een parall., welks zijden het dubbele zijn van en 
evenwijdig loopen aan die van ’t parall. EFGH, dat ontstaan 
is door de middens der zijden van ABCD te vereenigen. Maar 
dan is ook CK —2FH. Van ACIK zijn dus de zijden en een 
diagonaal bekend. Dat parall. is derhalve te construeeren. 
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Verder is ook de ligging van ’t punt D bekend, want AD en 
BC —= DI zijn gegeven. 

Men heeft dus de volgende constructie. 

Construeer met AC en BD en 2 FH het parall. ACIK. 
Bepaal ’t punt D, vereenig dat met A, C, I en K en trek 
AB /DK en BC, DI. 

Opmerkingen. Uit de constructie blijkt, dat de gegevens 
niet willekeurig gekozen mogen worden. Is AD + DI of 
AD + BC < AI, dan is zij onmogelijk; m. a. w. uit de gege- 
vens kan geen vierhoek worden samengesteld. Is daarentegen 
AD + BC Al, dan gaat zij steeds door. Voor AD + BC —= AI 
is er één, voor AD + BO ) Al zijn er twee vierhoeken mogelijk 

Verder is ook noodig voor de uitvoerbaarheid, dat AC +- 
BD ) 2FH en AC — BD > AD + BC. M. Simons. 


Tweede oplossing. 

Analyse. Zij ABCD de gevraagde vierhoek, waarvan ge- 
geven zijn AC, BD, AD, BC en FH. Wij verbinden de mid- 
dens E‚ F,G en H der zijden en verkrijgen dan een paral- 
lelogram, waarvan FH één diagonaal is en waarvan de zijden 
gelijk , AC en , BD zijn. 

Verder verbinden wij F en H met de middens L en M der 
diagonalen AC en BD. Wij verkrijgen dan weêr een paral- 
lelogram FLHM, dat met het eerste een diagonaal FH ge- 
meen heeft en de halve gegeven zijden tot zijden heeft. 

Constructie. Construeer een par. EFGH met FH als diago- 
paal en de halve gegeven diagonalen van den vierhoek tot 
zijden, he nu di FH als diagonaal een parallelogram 


FLHM, dat 5 AB en — 5 OD tot zijden heeft. Construcer nu 


op EL een driehoek A waarvan AE — 5 NE en AL = „AO 


is. Heeft men aldus het punt A gevonden, zoo trekt men AH 
en maakt HD — AH, AEB — AB; men kan B met F' verbin- 
den en D met G, dan is, als men deze laatste lijnen tot C 
verlengt, ABCD de gevraagde vierhoek. 

Aantekeningen. 1°, In plaats van het par. FLHM kan 
men ook gebruik maken van A FLH en verder van de even- 
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wijdigheid der lijnen AC en EF. Deze constructie is overigens 
gelijk aan de tweede oplossing. 

29, Bij de tweede oplossing krijgt men een tweede vierhoek 
door het parallelogram FLMH zoo te construceren, dat M en 
L ten opzichte van de diagonaal FH juist tegengestelde lig- 
ging verkrijgen. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 


der Opgaven 681—700, natk. vrgst. 38—40, 143179 zijn 
ingezonden door : 


Op de naamlijst op blé. 231 ontbreekt: 
W. Meijer, 661680. | 


Bas, 681—683, 686 — 694, 696, 698, 659. 

F. J. Boer, 681—685, €87. 

IJ. de Boer, 687, 691, 692, 698; natk, vrgst. 40. 

W. H. Deelman, 681, 632, 686—688, 690, 692, 694, 696 
698 ; natk. vrgst. 40. 

Friso, 173, 178, 179. 

E. C. K., 681683, 685—690, 692, 694, 696, 698, 699; 
174, 148. | 

M., 681—700; 173, 174, 174 —149. 

W. Meijer, 681—700. 

W. A. W. Moll, 681—643, 686—690, 692, 696—698, 

M. Simons, 631—700; 173, 144, 174—149. 

D. A. Vermeulen, 681—692, 694, 696—700; 173, 147. 

J. A. v. d. Veer, 681 —700; 173, 144, 177 —149. 

v. d. Woude & Abrahamsz, 681—699, 692—698, 700. 

v. d. Wal & Verborgh, 681—700; 173, 144, 177 —179; natk. 
vrgst. 38, 40. 

L. IJntema, 682—694, 696—700. 


CORRESPONDENTIE. 


No. 175 blz. 260 is volgens den vrager opgegeven op het 
verg. ex. te Heetveld in 1889, Wie wil mij inlichten omtrent 
de juistheid der opgave? Rep. 
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De herleiding van v/ (atb 1”) 


De wijze, waarop de positieve wortel uit den vorm a + bye 
gewoonlijk bepaald wordt, mag als bekend worden aangeno- 
men. Tot herinnering nog het volgende voorbeeld. 

Verheft men een willekeurigen tweetermigen wortelvorm 
bijv. 1/7 4-15 tot het kwadraat, dan verkrijgt men: 

Tv 52 == 122135, 
waaruit blijkt, dat de uitkomst slechts uit 2 termen bestaat, 
waarvan één onmeetbaar is, waaruit omgekeerd volgt, dat 
het kan voorkomen, dat vormen van de gedaante p + 21 4q 
volkomen vierkanten zijn, zoodat er een vierkantswortel be- 
staat, die de gedaante moet hebben van v/x + v-y. 

Om dien vierkantswortel te bepalen, stelt men dus den ge- 
geven vorm gelijk aan v/v +1 y, waarin men aanneemt dat 
*)y is; wat geoorloofd is, en tracht de waarde van z en y 
te bepalen uit twee nieuwe vergelijkingen , zooals uit het vol- 
gende blijkt: v{(12-21v 35) =va-rvy 
dus 1223 2rvey dy 

12 — (ry) =2 weg — 235. 

Het eerste lid meetbaar zijnde en het tweede lid onmeet- 
baar, stelt deze vergelijking in het algemeen een ongelijkheid 
voor, tenzij elk der verschillen gelijk is aan 0. Men heeft 
dus de noodzakelijke voorwaarde : 


vdy=12 2vay=2r 35 
waaruit verder volgt: 
m2 J2ay Hy? = 144 bxy = 140 
Axy = 140 
vr arydy= 4 
e-yt= 4 
Bed MIA ir (2) 
vdy= 12 
2r= 14 
x= 7 
VD 
dus v(l2 4235) =d. 


Niet altijd echter behoeft de gegeven vorm de gedaante 
vV(p-2vg) te vertoonen. Verheft men bijv. v/6 47/2 tot 
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het vierkant, dan verkrijgt men 8 + 41/3, zoodat (8 + 4 1/3) 
=v6+ 2; verheft men 31/5 +12 tot het kwadraat, dan 
verkrijgt men 47 + 61710, zoodat r(47 + 61/10) =3 15412. 
Hieruit blijkt, dat alle tweetermige wortelvormen, die voor 
het onderzoek in aanmerking komen, begrepen zijn in den 
vorm at bye, zoodat men de volgende algemeene oplossing 
heeft : v(atbre)=rvrtvy 
atbywe=et?2raydy 
vty=a 2vay=brve 
m2 HAry + yt =a? 4ay =b?e 
4Axy = be 
m2 — 2ay Jy? Za? — be 
(z — y)? =a? —b?e 
v—y= vla —b?e) 
edy 
rada? —b?e) 


U : [a Hv (a? —b?c)] 


U Le — v(a? —b?c)| 
dus (atb We) == 


1 1 
4 


Ten slotte blijkt uit deze oplossing, dat de gevonden vorm 
alleen dan eenvoudiger zal zijn dan de gegeven vorm, als de 
wortel kan getrokken worden uit a? — b?c of a? — (b/c)? 
als dus het kwadraat van den meetbaren term, verminderd 
met het kwadraat van den onmeetbaren term, een volkomen 
vierkant oplevert, welk kenmerk van groote practische waarde 
is, en dan ook steeds wordt gebruikt om te onderzoeken of 
men tot de worteltrekking kan overgaan. 

Na deze inleidende herinnering eenige opmerkingen in ver- 
band met het elementaire onderwijs in dit gedeelte der algebra, 
Zooals bekend is, is de kennis van bovenbedoelde herleiding 
voornamelijk noodig bij het uitvoeren van sommige bereke- 
pingen in de planimetrie en de stereometrie, meer bepaaldelijk 
in het hoofdstuk der regelmatige veelhoeken en dat der regel- 
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matige lichamen. Gaat het anderen als mij, dan zullen zij 
wellicht de ervaring hebben opgedaan, dat vele leerlingen 
alsdan voor het uitvoeren van de bedoelde herleiding te veel 
tijd noodig hebben, en bovendien dat zij aan sommige leer- 
lingen niet meer helder voor den geest staat, wat na een tijds- 
verloop van eenige maanden verklaarbaar is. Een korte repe- 
titie is dan veelal noodzakelijk. Op sommige scholen is het 
daarom gebruikelijk om de algemeene uitkomst 


gla dv (a? — bo] + gla —r (at — br] 


van buiten te doen leeren, en in voorkomende gevallen direct 
te doen toepassen, evenals de formule voor de wortels van een 
volledige vierkantsvergelijking. Mijns inziens heeft dit echter 
ook zijn bezwaren: men vergt te veel van het geheugen van 
sommige leerlingen en loopt tegelijk gevaar, dat de oorspron- 
kelijke herleiding, het wezen der zaak, in het vergeetboek 
geraakt. Zonder nu te willen beweren , dat daarmee aan alle 
bezwaren wordt tegemoet gekomen, komt het mij daarom niet 
ondienstig voor om de aandacht van jeugdige studiosi te ves- 
tigen op een wijze van herleiden , die zeer voor de hand ligt 
en door den heer D. B. Wisserink in het tweede deel van zijn 
nieuwe uitgave der „Opgaven over de algebra’ wordt besproken. 
Alle tweetermige wortelvormen kan men terugbrengen tot 
den vorm vat b, bijv. 
vi vö 
3vödrv2=rv45 Jy 2 
SrvT_-2rv3=v115 — 112 
Men kan dan volstaan met vra + vb tot het kwadraat te 
brengen : 
watErvb =(Wa)? +2 ab H (p/b)? =(ad-b) + 2vab 
waaruit volgt: 
v [(a Hb) 4 2vabl=vatrvb 
en nu uit deze formule de voorwaarden opmaken, waaraan een 
tweetermige wortelvorm moet voldoen, om een volkomen vier- 
kant te zijn. Deze zijn blijkbaar: 
19, één der termen moet meetbaar zijn, de andere onmeetbaar; 
29, de onmeetbare term moet het dubbel zijn van den vier- 
kantswortel uit zeker getal; 
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go, dit getal moet kunnen worden ontbonden in twee factoren, 
wier som gelijk is aan den meetbaren term. 

Is aan deze voorwaarden voldaan, dan is de gevraagde 
wortel gelijk aan de som of het verschil van de wortels uit 
elk dier factoren. 

Zij bijv. te bepalen v/ (1242/35). Aan de beide eerste 
voorwaarden is voldaan. Het is dus slechts de vraag of men 
35 kan ontbinden in 2 factoren, wier som 12 oplevert, en 
blijkbaar zijn 7 en 5 die beide factoren, zoodat” (12 + 21735) 
Vv vö. 

Het is duidelijk, dat men den gegeven tweeterm eigen- 
lijk vergelijkt met den drieterm a? + 2ab + 5°?, die een vol- 
komen vierkant is van a + 5, en de bekende voorwaarden 
levert, dat twee der termen positieve vierkanten moeten zijn, 
en de overblijvende term gelijk aan het dubbele product van 
de wortels dier vierkanten. Men zou dus uitvoerig aldus 
kunnen herleiden : 

v(124-2rv35) == (1 +21 35 +5) 

=P 27.5 (15) ] 

Vv vö 
en daarbij het voordeel hebben, dat men „ wat de theorie be- 
treft, slechts voortbouwt op het geleerde in het hoofdstuk der 
merkwaardige producten en dat der ontbinding in factoren. 
Houdt men nu daarbij in het oog, dat men bij opgaven als 
bovenstaande langs dezen weg veel spoediger zijn doel bereikt 
dan bij de gewoonlijk gevolgde methode, dan zal men met 
den heer Wr…sseLinkK de wenschelijkheid inzien van een be- 
spreking der behandelde herleiding bij het onderwijs, en van 
haar gebruik in de gevallen, die daarvoor in aanmerking 
komen. Feitelijk komen wel beide herleidingen op hetzelfde 
neer , doch de eene is voor het begrip eenvoudiger dan de andere, 

Er blijft alleen nog over om de opgaven te bespreken, die 
in aard afwijken van L/(12J-21/35) en daardoor zwarig- 
heden aanbieden. De coëfficient van den onmeetbaren term 
namelijk is niet altijd 2, en de ontbinding van het getal achter 
het wortelteeken kan moeielijkheden veroorzaken. Dit laatste 
bezwaar is werkelijk overwegend en alleen op te heffen door 
van twee vergelijkingen gebruik te maken : 
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YP eG 

doeh alsdan keert men terug tot de gewone behandeling en 
spaart geen moeite. Het eerste bezwaar is niet onoverkomelijk: 
men kan altijd zoodanig herleiden, dat de bedoelde coëfficient 
2 wordt, en verder handelen zooals de volgende voorbeelden 
aangeven. 

v(8 413) =v (8 + 21712) =17 (8 H 21 6.2) 6 H- 12 
v(14—6r 5) =v (14-245) =v(14--2V9, 5) =vI—r 5 

35 


1 1 
V2 — v3)= Vz(t — 2/3) mil (4—21 3) 


1 1 
=Gr2 3162) 
1 
v(10—51 3)=V 5. (2-3) ö ze 6-2) 
=5 30110) 
of =y (10 — TB) 520 —_2v/ 75) 

5. rv (20—2 75) 
1 1 

=Gr2/15 —v/5) =5( 30110) 

Is er voldoende tijd beschikbaar, dan eischt dus m. i, een 
rationeele behandeling, dat men begint met de herleiding vol- 
gens de formule : 

v[(a +b)+2pwab)|=vatrvb, 
dat men daarna de bezwaren bespreekt, die zich bij sommige 
vormen kunnen voordoen en ten slotte eindigt met de gewone 


herleiding , die in alle gevallen tot het gestelde doel leidt, 
Winterswijk. W. F. KoPPeEscHaaR Jm. 


De cirkel van FEUERBACH. 


Welken cirkel heet cirkel van FereuerBACu ? Ane 


De omgeschreven cirkel van den hoogtedriehoek van een 
driehoek heet negenpuntscirkel of cirkel van FeurrBacu. (Zie: 
A. J. vaN Breen, Merkw. punten en lijnen van den vlakken 
driehoek.) 
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Over het zwaartepunt van een vierhoek. 


Fig. 1. Zooals bekend is, verdeelt het zwaarte- 
EE punt Z van een vierhoek ABCD (fig. 1) 
de rechte 4,4, , die de zwaartepunten 
van de driehoeken ABD en BCD ver- 
fd eenigt, in twee stukken Z,Z en Z,Z, 
die tot elkander staan als A BCD : 
A ABD, dus ook als CG: AG en als 
Z,F:Z,F. Men vindt dus het zwaarte- 
KE 7 van vierhoek ABCD, door 
- e 4,42, F te nemen, zijnde F het snij- 
punt van BD met 2,2. 

In de Revue scare van 6 Juni 1891 geeft EpMmonp 
Henry een andere constructie van dit punt, die mij merk- 
waardig genoeg voorkomt, om ze meer algemeen bekend te 
maken. / | 

Trekt men door het hoekpunt C van vierhoek ABCD een 
rechte UV evenwijdig aan de diagonaal BD, dan liggen van 
de vierhoeken ABCD, ABC'D, ABCD ,..., waarvan de top- 
pen C, C/, C°, in UV gelegen zijn, de zwaartepunten in 
een rechte, die evenwijdig is aan UV. 

Want als men in de vierhoeken ABCD, ABC'D, ABC"D, 
de overeenkomstige punten door accenten onderscheidt, dan 
heeft men volgens de boven aangehaalde constructie : 

ZAR ZE == Zj ZE RCGE AGE 

ZZ ES AN EZ OG GENADE 

2,4": Z Fr — Á, op; Zj EG OR AG”; enz. 

En daar wegens BD // Uv: 

OGTAGE GMA Gr As 
heeft men dus ook: 

114: ZE LEZE AN Ze a EES NS 
waaruit blĳkt, dat Z, Z’, 4’,... in een rechte liggen, die 
evenwijdig is aan BD A Uv. 

Nu komen onder de vierhoeken ABCD, ABCD, ABCD, . 
twee driehoeken voor. Duidt men het snijpunt van AB en Uv 
met c aan, dan is A AcD een dier driehoeken. Het zwaarte= 
punt z van dezen driehoek ligt in de zwaartelijn Mc, die het 
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middelpunt M van DA met c vereenigt, op een afstand van 
M, die gelijk is aan : Me, 


Het zwaartepunt Z van vierhoek ABCD ligt dus in een 
rechte, die evenwijdig is aan UV en door z gaat, dus, van 
M afgerekend, op een derde van een der verbindingslijnen 
van M met de punten van UV. 

Trekt men door het hoekpunt B van vierhoek ABCD een 
rechte XY evenwijdig aan de diagonaal AC, dan blijkt op 
dezelfde wijze, dat het zwaartepunt Z, van M afgerekend, op 
een derde van een der verbindingslijnen van M metde punten 
van XY gelegen is. 

Fig. 2. Duidt men het snijpunt van 
he ej UV en XY met Z aan (fig. 2), 
dan ligt dus het zwaartepunt 
Z van vierhoek ABCD in MR 
op een afstand van M,‚ die 


gelijk is aan 5 MR. 


Trekt men door de hoek- 

EN punten van vierhoek ABCD 
rechten, evenwijdig aan de diagonalen, zoodat er een parallelo- 
gram OPQR ontstaat, en vereenigt men de hoekpunten O, P, Q 
en R van dit parallelogram met de middelpunten I, K‚ L en M 
van de overstaande zijden AB, BC, CD en DA van vierhoek 
ABCD, dan ligt het zwaartepunt Z van den vierhoek dus in ieder 
van de verbindingslijnen IO, KP, LQ en MR: deze verbindings- 
lijnen gaan dus door één punt, het zwaartepunt Z van vier- 
hoek ABCD, en verdeelen elkander in de verhouding van 1 tot 2. 
| Wenscht men alleen aan te toonen, dat IO, KP, LQ en 
MR elkander in één punt snijden, zonder te bewijzen, dat 
dit snijpunt het zwaartepunt van vierhoek ABCD is, dan 


trekke men bv. IK. Uit IK//AC||PO en —3 AC =5 PQ 





volgt dan, dat IO en KP elkander in stukken verdeelen, die 
zich verhouden als de getallen 4 en 2, Evenzoo KP en LQ, 
enz. Hieruit blijkt, dat KP door IO en door LQ in hetzelfde 
punt wordt gesneden , enz. 

De Vriend der Wiskunde, VL, 18 
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___Uit fig. 2 blijkt, dat het zwaartepunt Z het inwendig ge- 
lijkvormigheidspunt is van de gelijkvormige parallelogrammen 
IKLM en OPQR. | 
Nu zijn de hoekpunten van parallelogram IKLM de middel- 
punten van de zijden van vierhoek ABCD; de hoekpunten 
van parallelogram OPQR zullen dus ook de middelpunten 
wezen van de zijden van een vierhoek A'BCD' (fig. 3), die 
Fig. 3. gelijkvormig is met vierhoek 
EEEN ABCD: de zijden der vier- 
B hoeken ABCD en A/'B'C'D' zijn 
twee aan twee evenwijdig en 
verhouden zich als de getal- 
len 1 en 2; het zwaartepunt 
Z is hun inwendig geliĳk- 
vormigheidspunt. 
Zonder van een passer ge- 
bruik te maken, alleen met 
behulp van een A en een driehoek, kan men het zwaarte- 
punt van een vierhoek dus op de Sn wijze construeeren : 
Trek door de hoekpunten van den gegeven vierhoek rech- 
ten evenwijdig aan de diagonalen en door de hoekpunten van 
het parallelogram, dat men zoodoende krijgt, rechten even- 
wijdig aan de overstaande zijden van den gegeven vierhoek, 
Er ontstaat dan een nieuwe vierhoek, die gelijkvormig is 
met den oorspronkelijken : het gemeenschappelijk snijpunt van 
de rechten, die de overeenkomstige hoekpunten van deze ge- 
lijkvormige vierhoeken twee aan twee verbinden, is het ge- 
zochte zwaartepunt. Ns Ie OWARE 





Een boek over de methode der kleinste kwadraten. 


J. A. v. D. V.! Het eenige mij bekende werk in onze taal 
over de methode der kleinste kwadraten is de „Verhandeling 
over de Methode der kleinste Quadraten door Prof. G. J. 
VerpaM. 2 groot 4° deelen. Prijs f 10,—.”’ 

De uitgevers Blom & Olivierse te Culemborg deelden me 
mede, dat zij het werk franco toezenden na ontvangst van een 
postwissel van f 5,—. 
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P. Brasseur, Góométrie élémentaire plane, Notions sur la 
résolution des problòmes de construction suivies d'une série 
de 150 problèmes de calcul à l'usage des élèves des établis- 
sements d’enseignement moyen et normal et des candidats 
aux écoles spéciales. Troisième édition. Prix: 2 fr. 

Mr. le Ministre de la Guerre par circulaire en date du 27 
janvier 1886, a recommandé cet ouvrage à messieurs les 
professeurs des écoles régimentaires, sur l'avis favorable du 
conseil de perfectionnement de l'instruction primaire, cet 
ouvrage est inscrit au catalogue des livres destinés aux biblio- 
thòques des conférences cantonales d'instituteurs et à celles 
des écoles normales. 

P. BrasseuR, Solutions des problèmes de récapitulation du 
susdit ouvrage. Prix: 25 centimes. 

P. Brasseur, Note sur la décomposition en facteurs des quan- 
tités algébriques suivie d'une note sur la discussion des 
problèmes du premier degré à l'usage de l'enseignement 
moyen et normal. Cinquième édition, revue et augmenteé. 

L'emploi de cet ouvrage est autorisé dans les écoles nor- 
males. Par circulaire en date du 27 janvier 1886, M. le 
Ministre de la Guerre a recommandé cet ouvrage à Messieurs 
les professeurs et élòves des écoles régimentaires. Prut ls LU 

Liérre, 1891, chez l'auteur, Rue Saint-Gommaire, 38. 

De Fransch lezende lezers van dit tijdschrift zullen zeker 
met genoegen kennis maken met deze werkjes van den Bel- 
gischen schrijver P. Brasseur. 

J.C. Eerr, Antwoorden behoorende bij het Leerboek d. meetkunde 
le deel; VLAKKE MEETKUNDE, Leiden, 1876, B. J. Brill f 0,30 
2e deel: SrerzoMerie, Leiden, 1886, B.J. Brill . „0,30 
3e deel: TricoNomerrim, Leiden, 1886, B. J. Brill. „0,30 

J. C. Eerr, Leerboek der Meetkunde, 1 (Vlakke meetkunde), 
2e verb. dr. 1884 (IX, 264) f 2,40; IL (Stereometrie), 1884 
(VII, 170) f1,90; III (Platte en bolv. drieh. met.) 1886 
f 1,90, Leiden, E‚ J. Brill. 

Gaarne brengen we deze boeken nog eens onder de aan- 
dacht der lezers, al zijn ze nu niet pas verschenen, 
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J. C. Eerr, Leerboek der Onbepaalde Vergelijkingen van den 
eersten en tweeden graad, Leiden, 1877, B. J. Brill, (VIII, 
166) Aar. Bae ‚_f 160 

Over dit OLSEN dr WES is ait net eenige mij be- 
kende werk in onze taal. 

De belangstellende lezer zal er veel in vinden, dat hij 
uit den aard der zaak in andere boeken niet aantreft. 

A. W. GRrAvrLAAR, Vlakke-driehoeksmeting met vraagstukken, 
(XL, 71), Leeïden’,1890 , B.J. Brillo. vo GES 

Dit boekje las ik met genoegen, is eenvoudig geschreven 
en wijkt af van de bestaande. De lezers van het Supplement 
op „De Vriend der Wiskunde”, hebben gelegenheid gehad 
met enkele der vraagstukken kennis te maken. 

N. L. A. W. Graveraar, Leerboek der Algebra, ten dienste 
van hen, die zich voorbereiden voor het akte-examen in de 
Wiskunde, bedoeld in art. 65 van de wet van 8 Dec. 1889, 
S. 175. L. Herleiding van Rekenkundige vormen. Eerste ge- 
deelte. (140) Groningen, 1891, J. B. Wolters . . f 1,25 

Dit boek ziet er smakelijk uit. Wat dit deel bevat, is 
uitvoerig behandeld. Zij, die de algebra al kennen, zullen 
het toch zeker met pleizier lezen. 

D. Horn en S. pe Gast Jz., Vraagstukken over Natuurkunde 
behoorende bij het Leerboek der Natuurkunde. (86) Ant- 
woorden (9). ’s-Gravenhage, 1890, Joh. Ykema . f0,75 

Dit boekje kan men gerust aanbevelen. Er is eene groote 
verscheidenheid in de vraagstukken. De becijferingen zijn 
niet groot. 

J. van peR Hour en T, J. Texeerer, Aanteekeningen bij de 
studie der rekenkunde (132), Groningen, 1891, J. B. Wol- 
EE st Gere STD 

Dit bPolrol is voor Baest nen geschreven en 
is bij elk leerboek te gebruiken. 

C. Krareer, Kz, De Berekeningen in de praktijk. Handleiding 
bij het onderwijs in het practisch rekenen aan hoogere bur- 
gerscholen en bij zelfoefening. Vierde, herziene en ver- 
meerderde druk, (115). 

C. Kxarrer, Kz, Munten, Wissels, Effecten en de Arbitrage. 
Handleiding bij het onderwijs in het handelsrekenen aan 
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hoogere burgerscholen en bij zelfoefening. Vierde, herziene 
druk, (XIII, 103), Arnhem, 1888, J. Rinkes, Front ROO 

Doze twee werkjes behooren bij elkaar. De vierde druk 
van beide bewijst het gebruik. 

C. Krarper, Kz., Leerboek van het Handelsrekenen. Tweede, 
herziene druk. Eerste helft, (224 blz.) Arnhem, 1891, 
J. Rinkes, Jr. (compleet f 4,90.) 

C. Krarrer, Kz., Leerboek der Meetknnde. Eerste deel. Plani- 
metrie. Vierde, herziene druk, (VII, sn Arnhem, 1890, 
J. Rinkes, Jr. . . A enkel 100 

C, Krarper, Kz, Heerden Hen Metend, Treed deel. Stereo- 
metrie, (IV, 256), Arnhem, 1891, J. Rinkes, Jr. . f2,10 

De gebruikers van net AE deel zullen zeker met ge- 
noegen gezien hebben, dat het tweede deel verschenen is. 
Het is, even als het eerste, waarvan de vierde druk het 
gebruik aantoont, een goed boek. 

Cornerve L. Lanprú, Algebraïsche Hoofdstukken ter uitbrei- 
ding van de leerboeken over de Elementaire Analyse, (XII, 
236), Utrecht, 1891, Gebr. Van der Post . . . . f 2,90 

Met dit boek zal men zeker met genoegen kennis maken. 
Vooral met de hoofdstukken over reeksen. In Logarro, 
Lessen der Hoogere Algebra, is bijv. maar heel weinig te 
vinden over reeksen, waarvan de som van „ termen kan 
bepaald worden en hier worden er verscheidene behandeld. 
Ook omtrent kenmerken van convergentie van oneindige 
reeksen treft men in het boek uitvoerige beschouwingen aan. 
Als men aan de studie van die dingen gaat, is het boek als 
toelichting en uitbreiding van Losarro zeer aan te bevelen. 

De uitvoering is netjes. 

J. H. van Leeuwen, Wortelvormen, (43). 1886, Culemborg, 
Blom & Olivierse . . . uit bone BORE 

J. H. van LeruweEN, De Bte ETE: Ona ennDe ge- 
tallen. Wetenschappelijk behandeld. (58 blz. en 3 uitslaande 
bladen), 1885. Groningen, P. Noordhoff . . . . f0,80 

De schrijver behandelt de verkorte bewerkingen met on- 
nauwkeurige getallen en de hoofdbewerkingen met onnauw- 
keurige getallen in dit werkje uitvoeriger, dan in een leer- 
boek der rekenkunde. 
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Dr. P. Morensrork, Theorie der Quaternionen, (VII, 284, 
Berden 18015 Hete Brio EN AARS £ 4,20 
Schrijver en uitgever beiden DEE lof voor dit boek, 
De schrijver, omdat hij den moed gehad heeft de eerste in 
ons land te zijn om over dit deel der wiskunde een werk te 
schrijven en de uitgever, omdat hij de onderneming heeft 
aangedurfd. De uitvoering is zeer netjes. Dat het boekin 
de Duitsche taal geschreven is, is voor ons land geen be- 
zwaar, omdat allen, die de wetenschappen beoefenen, die 
taal lezen kunnen. 

J. VersLuys, Gaussische Logarithmen in Vijt decimalen, (24), 
Aerden 1885, W. Versluys . . . slede f 0,30 

J. VersLuys, Winks -Driehoeksmeting met LEEN (106). 
Zesde, ver Ben druk, Amsterdam, 1891, W. Versluys f 1,25 

Deze druk wijkt af van den vorigen door veranderingen 
in den tekst, het inlasschen van nieuwe vraagstukken en 
het er aan toevoegen van het Aanhangsel II. De zesde 
druk bewijst het gebruik. 

J. VersLuys, Leerboek der Stereometrie, Zesde, verbeterde druk. 
(160) Amsterdam, 1891, Wi Versluys. 5 Gen fab 

In dezen druk zijn de vraagstukken, welk aan het eind 
stonden, geplaatst bij de hoofdstukken waarop ze betrek- 
king hebben. Het is een goed boek. De zesde druk be- 
wijst dat het in de praktijk is getoetst. 

W. H. Wrsserink, Grepen uit de Rekenkunde. Handled bij 
t gebruik van de rekenkundige vraagstukken, enz. van 
W. H. Wisselink. Tweede stukje : Practisch rekenen. Tweede 
druk (96). 1891. . .... RDD 

De tweede druk is nagenoeg ESHA gelijk aan den eersten. 

W. H. WrisserinK , Rekenschool. Oefeningen voor het aan- 
schouwelijk, Ertl het hoofd en schriftelijk rekenen. Zesde 
stukje. Gewone en tiendeelige breuken. Negende, ver- 
beterde druk (56). 1891 . . .…. it 0,40 

Item. Zevende stukje. Gewone en Bedels breuken. Per- 

__eent-, Gezelschaps-Rekening, enz. EU verbeterde druk 
(O2) LSD 1 EEEN be of AN 

W. H. WrisseLINK, Natres En Eerste stukje: 
Vijfde druk (48) en vete See EN AE 
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W. H. Wisserink, Vraagstukken ter oefening in de Algebra. 
Eerste stukje, Zevende druk (72). 1891 . . . . f 0,50 
D. B. Wisserink, Theorie der rekenkunde. Tweede deeltje. 
Tweede, herziene druk (80). 1891 . . .... f075 
Uitgever: P. Noordhoff te Groningen. 


Het eindcijfer der 4e macht van een ondeelbaar getal. 


De 4e macht van een ondeelbaar getal gaat altijd op 1 uit? 


Schrijven wij de ondeelbare getallen op van 1 tot... 
Wessanen ldel0,0 19, 23,29,31, 37,41, 43,47, 90, 
59, 61, 67, 71, 73,-79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, ... 
dan zien wij, dat, de getallen 2 en 5 witgezonderd, het cijfer 
der eenheden der ondeelbare getallen 1, 3, 7 of 9 is, en dat” 
Sd 2401, 9* 5 0D6L 
op eene 1 eindigen, terwijl 2% —= 16 en 5* = 625 vervallen. 
Stelt men nu een ondeelbaar getal door (104 + 5) voor, 
waarin a elk getal en 5 1, 3, 7 of 9 kan voorstellen, dan 
vindt men , omdat: | 
(10a + 5)* == 10000 at + 4000 a3b + 600 a2b? J- 40 ab? + bt 
= 10 (1000 af + 400 ab} 60 a?b? + 4ab3) + bt 
dat de 4e macht van elk ondeelbaar getal gelijk is aan een 
“10-voud + de 4e macht van het cijfer der eenheden , welke 
steeds op 1 eindigt. Hiermee is ’t gestelde bewezen. 


Vergelijkend onderzoek te Rotterdam, 6 Juni 1891. 


Rekenen (1Ì/, uur). 


1. Verklaar voor de leerlingen : 
Een commissionair koopt voor zijn lastgever 25 balen koffie, 
wegende bruto 1570 KG., tarra 4°/,, tegen f 0,85 de KG., 


met 13 of, korting voor contante betaling, terwijl de onkosten 
f_ 40 bedragen. Hoeveel moet de koopman betalen, als de 
provisie 1 pet. bedraagt? 

2, Drie kapitalen te zamen groot f 66000 zijn uitgezet 
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respectievelijk tegen 5,45 en 4°/, ’sjaars. Van het eerste ka- 


pitaal trekt men tweemaal zooveel rente als van het tweede 
en het derde levert f 285 meer op dan het tweede ? 

Hoe groot was elk kapitaal ? 

3, Iemand verkoopt van een zeker aantal HL. rogge het 
derde gedeelte tegen f 5, het zesde gedeelte tegen f 6 ende 
rest tegen f 7 den HL. Het verlies op de eerste partij staat 
tot de winst op de derde als 4 : 9. De winst op die twee 
partijen is f 100. Hoeveel HL. zijn er in het geheel verkocht ? 

4. De som van al de verschillende getallen, die gemaakt 
kunnen worden met de vijf cijfers 2, 5, 6, 6 en # bedraagt 
3733296, Wat is het onbekende cijfer ? 

9. Een werkgever heeft drie ploegen werklieden aangeno- 
men. Van ploeg A verdient ieder werkman f 1,80, van ploeg 
B f 2,10 en van ploeg C f 2,50. Als het verdiende loon 
gelijkelijk over al de werklieden verdeeld werd, zou ieder 
f 2,16 verdienen. Werd het geld, dal de ploegen B en C 
verdienen , over die 2 ploegen gelijk verdeeld, dan zou het 
loon dier werklieden f 2,34 bedragen hebben. Bepaal de ver- 
houding tusschen het aantal werklieden der drie ploegen. 

VAN DER WAL EN VERBORGH. 


BERICHT. 


Prijs A. 


Van de 106 opgaven (588—600, 608—700) heeft W. Meiser 
105 opgaven goed opgelost, zoodat hem prijs A is toegewezen. 
Hij deele mij mede òf hij eene fraaie passerdoos uit de fabr. 
van Opt., Math. en Phys. instr. van B. Holsboer te Arnhem, 
dan wel een boekwerk van + f 10,— wenscht te ontvangen. 


Prijs B, 
Van de 56 opgaven (124-179) hebben M. Simons, J. A. 
v. D. VeEER en. v. D. War & VerBoren elk 51 opgaven goed 
opgelost. Het lot zal den winner aanwijzen. 


In de volgende aflevering zal de uitslag worden medegedeeld. 
Rop. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Februari 1892 frons 


(21. 


122. 


123. 


124, 


125. 


726, 


127. 


bij den Redacteur A.J. vaN BrrEeN te Arnhem 
worden ingewacht. 


4 — 7: dd 7: 1 
Ee Ue Sie 

end dend Pf 
(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 
Van eene evenredigheid is de eerste term == a, de som 
der middelste termen — b. Vermenigvuldigde men den 
derden en den vierden term elk met c,‚ dan zouden de 
termen der evenredigheid, in dezelfde volgorde genomen, 
eene meetkundige reeks vormen. Wat is de tweede, 
derde en vierde term van die evenredigheid ? 
Na de oplossing te nemen a =6, 5—= 20 en c=8. 
(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 
Een kapitaal van 1000 gulden staat uit intrest op intrest. 


Herleid: 


Bij het einde van ieder jaar wordt — van hetgeen het 


5 
kapitaal dan (dus met de rente) bedraagt, afgelost. Als 
na 15 jaar de som nog f 73,15 groot is, tegen welk 
percent is ze dan uitgezet. 
(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 
De waarden van # en y te vinden in: 

a ty —eJy—=68 en zy = 28. 
(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 
Een gegeven zijn zoodanig in twee deelen te verdeelen, 
dat tweemaal het eene stuk middenevenredig is Aten 
het andere en de geheele lijn. 
(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 
Van een trapezium zijn de evenwijdige zijden 4 en 9 cM,; 
de hoogte is 6 eM. Door een lijn evenwijdig met de 
evenwijdige zijden getrokken, wordt dit trapezium in 
twee gelijkvormige deelen verdeeld. Bereken de lengte 
der lijn en de oppervlakken der deelen van het trapezium. 
(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 
Op de hoogte van een kegel als middellijn wordt een 
bol beschreven, Bereken het deel van den bol, dat buiten 


128. 


729. 
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den kegel ligt, als de straal van het grondvlak » en 
de hoogte h is. | 

(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 

Een regelmatig achtvlak en een regelmatig viervlak heb- 
ben gelijke inhouden, hoe verhouden zich hunne opper- 
vlakken ? | 

(Lit. Math. ex. Juni 1891.) 

Zoek door achtereenvolgende deeling den g. g. d. van 


Bet — 5 — barba en WW vi 23 Aal. 


130. 


131. 


een 


133. 


134. 


135. 


(Ex. Adelborst, 1891.) 

Construeer z uit de volgende vergelijkingen, wanneer 
a, ben c bekende rechten voorstellen, en zeg wat « voorstelt. 
a3 — abe + b?e 


le. # == 5 
a? — be 

2e. == (a? Hb? Jac) (2 manieren). 

ab(—1 +15) 
3e. # == ard ak 
(Toel.ex. Hoofdeursus (opl. v. Officieren) 1890.) 
Lost op: 

AIDE V33 Wz Var—3. 


(Eindex. Gymn. Zwolle 1891.) 
Een driehoek te construeeren als gegeven zijn: de basis, 
de som der opstaande zijden en de som der loodlijnen 
uit de uiteinden der bas!s op de overstaande zijden neer- 


‚ gelaten. 


(Toel.ex. K. M. A. Brela 1891.) 
Welke zijn de waarden van z in de vergelijking : 


IRD Ak ek elden 
(Toel.ex. Veeartsenijschool 1891.) | 
Van eene meetkundige reeks is de som der eerste twee 
termen — 18, die der laatste twee — 288 en de som _ 
der termen — 378. Welke is die reeks ? 
(Eindex. H. B, S 1891.) 
Los wv en y op uit: 

ettepet 22 +yt= 189, 
(Toel.ex. Mil. School te Haarlem 1891.) 
(Toel.ex. Artillerie-Cursus te Delft 1891.) 





136. 


137. 


138. 


739, 


140. 
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Stel eene vergelijking samen, waarvan de wortels zijn: 
385 en 3—Vö en leid daaruit eene andere af, 
waarvan de wortels het omgekeerde zijn van die 1 
vergelijking en ook eene, waarvan de wortels driemaal 
zoo groot zijn, als die der eerste vergelijking. 
(Eindex. Gymn. Leeuwarden 1891.) 
Los # op uit: 
V20e 20e T1—VBe d 4 gr 4 Vier. 
(Eindex. Gymn. Arnhem 1891.) 

Als een getal gegeven is, het product van al zijn deelers 
te bepalen. 
(J. VersLuys, Dibh. & Rep. br. no. 15.) | 
Welke waaarden kan men aan z toekennen, zoodat 
zr + 3e en z? — 3x beide kwadraten worden ? 
(Beer, Lrb. d. Onbep. Verz. bl. 141, no. 96.) 
De zijden van een driehoek vormen in geheele getallen 
een rekenkuudige reeks. Vermeerdert men elk der zijden 
met 50, dan vermeerdert de straal van den ingeschre- 
ven cirkel met 17; vermeerdert men elk der zijden met 
60, dan vermeerdert de straal van den ingeschreven 
cirkel met 20. Hoe lang zijn de zijden? M. v. 0. 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. no. 161.) 

(K‚ I. 1884.) 


Ingezonden natuurkundige vraagstukken, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


41. 


42. 


(Oplossingen voor 15 Februari 1892 inzenden.) 


Teeken een koppel en daarna een koppel, dat met het 
eerste evenwicht maakt. ij 
(Horn & pr Gasr, Vrgst. over Natk., $ 11 no. SL.) 
Een steen, die met eene snelheid van 12,4 M. uit een 


Juchtballon loodrecht naar beneden werd geworpen, be- 


reikte de aarde met eene snelheid van 81 M. Hoe hoog 
was de ballon gestegen, toen men den steen uitwierp, 
en hoelang duurde de val? (g=9.8 M.) 
(Verg. examen, Horn en pe Gast, Vrgst. over Natk. , 
$ 35, no. 65) 


48. 


190. 


191. 


193, 


193. 


194. 


195. 


196. 
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In het luchtledige gewogen weegt een lichaam P 1E maal 


ee als een lichaam Q; in water geworpen weegt Q 
E maal zooveel als P. Bereken het S. G. van Q, als 


He van Pra id. 
(Ex. Onderwijzersacte, Horn en pe Gasr, Vrgst. over 
Natk. $ 35 no. 14) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
De driehoek ABO te construeeren, waarvan gegeven is 
de hoek B en de som der zijden ab en bc. 


(Marrus, Wisk. Opg. door Cattie, no. 35.) 
J. v. D. SANDr. 


Oplossen Va? H 17 + 1 — Wat 4 11e + 7 dd 


5 

(Marrvs, Wisk. Opg. door Cattie, no. 231.) 

J. v. D. SANpT. 
In een vierkant een rechthoek te beschrijven , waarvan 
het oppervlak gegeven is. 
(K. IL. 1890.) B 
Door een vast punt binnen een bol gelegen worden drie 
onderling loodrechte koorden getrokken; te bewijzen dat 
de som van de vierkanten dezer koorden standvastig is. 
(K. 1. 1890) E: 
Uit het hoekpunt A van een vierkant ABCD een rechte 
te trekken, die BC in F en het verlengde van DC in 
E snijdt, 200 dat de inhoud van het trapezium ADCF 
middelevenredig is tusschen de inhouden van A ADE en 
A FCE. 
(C. Krarper, Kz, Lrb,d. Mtk. $ 357, no. 795.) J.P. 
Op een gegeven rechte als basis een A te beschrijven 
zóó, dat de basis, de opstaande zijden en de hoogte 
een meetkundige reeks vormen. 
(C. Karper, Kz., Lrb, d Mtk. $357, no. 798) J.P. 
Twee personen, wier krachten zich verhouden als 5: 8, 
werken samen 3 dagen aan zeker werk. Om het af te 


5 
maken zouden zij samen nog 2g dag noodig hebben. Nu 


197. 


198. 


199. 


200. 
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werken zij echter ieder nog zoo lang, dat de verdiende 
som gelijkelijk kan verdeeld worden. Hoe lang heeft ieder 
gewerkt ? | DAEB 

Iemand heeft 3 kapitalen, samen f 19000,—, uitgeleend, 
het eerste tegen 4 0/,, het tweede tegen 5 °/, en het derde 


tegen 6 °/,. Als dekapitalen gemiddeld B 0, opbrengen, 


en het 3e kapitaal f 2000.— grooter is dan het 2e, hoe 
groot is dan elk kapitaal afzonderlijt ? D. H. 
Van een rechten cirkelkegel met eene hoogte van 2 M., 
wordt door een vlak, evenwijdig aan het grondvlak, een 
andere kegel afgesneden, waarvan de inhoud gelijk is aan 
5 van den geheelen kegel. Bereken tot in tienden van m.M. 
de hoogte van den afgesneden kegel en laat de bewerking 
in haar geheel staan. D. H. 
Twee kapitalen, samen groot f 10000. —, staan tegen ver= 
schillende °/, gedurende verschillenden tijd uit. Het eerste 
brengt f48—, het tweede f 243. — aan interest’ op. De 
verhouding der procenten is gelijk aan die der overeen= 
komstige kapitalen, terwijl, als de tijden verwisseld waren, 
de opbrengst van het eene kapitaal aan die van het andere 
gelijk geweest zou zijn. Hoe groot iselk kapitaal? D.H. 
Te 10 uur vertrekt uit P een voetganger en 3 uur later 
uit R in tegengestelde richting een rijtuig. De voetganger 
vordert 6 KM, het rijtuig 12 KM. per uur. Bij de ont- 
moeting heeft de voetganger de helft van den weg afge- 
legd. Hoe lang is de weg ? 

Iemand geeft de volgende oplossing : 

Als de voetganger en het rijtuig tegelijk vertrokken, 


zou de voetganger bij de ontmoeting 2 van den weg heb. 


ben afgelegd; nu de helft, zoodat hij in 3 uur : van den 


weg of 18 KM. aflegt en de weg 6 x 18 KM, —= 108 KM. 
lang is. Wijs in deze oplossing de fout aan en geef een 
goede oplossing. D.H 
(No. 196—200 Hoofdact.-ex, 's-Gravenhage, 1891.) 
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